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Povzetek

Razvrscanje proizvodnih procesov je zahtevna panoga kombinatori¢nih opti-
mizacijskih problemov, katere prakticna vrednost se kaze neposredno pri vecanju
izkoristka proizvodnih resorjev ter pri s tem povezanem nizanju proizvodnih
stroskov podjetij. Zahtevnost problematike je razvidna iz dejstva, da za vecino op-
timizacijskih problemov s tega podroc¢ja ne poznamo algoritmov resevanja, katerih
casovna zahtevnost bi narascala polinomsko v odvisnosti od velikosti problema.
Posledica je, da v praksi izvajamo optimizacije aproksimativno, s ¢imer dobimo
le blizu-optimalne resitve v casu, ki je sicer prakti¢no sprejemljiv za planiranje in

realizacijo proizvodnje.

Delo obravnava aproksimativno reSevanje deterministi¢nega problema razvr-
Scanja operacij, ki so podvrzene tehnoloskim omejitvam, po vnaprej znani mnozici
proizvodnih resorjev z namenom doseci ¢im krajSe trajanje izvajanja vseh opravil.
Uporabili smo pristop lokalnega iskanja, ki temelji na iterativnem izboljsevanju
zacetne reSitve s pomocjo spreminjanja zaporedja izvajanja operacij na posa-
meznih strojih. Zaradi tehnoloskih omejitev med operacijami je dolo¢ena pod-
mnozica teh sprememb neizvedljiva, kar predstavlja problem pri realizaciji lokal-
nega iskanja, saj se je potrebno takim spremembam izogniti. Dosedaj predlagane
strategije preprecevanja neizvedljivosti so v splosnem nezadovoljive, saj se od-
povedo preiskovanju dolo¢enih delov prostora resitev, ali uvajajo drugacne vrste

kompromisov.

Da bi tezavo odpravili, smo razvili in teoreticno utemeljili splosni postopek
preprecevanja nastanka neizvedljivih resitev, na katerem sloni nasa izvedba lokal-
nega iskanja. Empiri¢ni rezultati spodbujajo uporabo predlaganega pristopa, saj

smo s tremi testnimi problemi dobili rekordne resitve.

Kljucne besede: razvrScanje procesov, kombinatori¢na optimizacija, lokalno

iskanje, tabu iskanje, genetski algoritmi.






Abstract

Production scheduling is a complex branch of combinatorial optimization pro-
blems. Its practical value can be directly measured by the ability of a cost re-
duction and performance enhancements of the production units. The fact that
there are no known algorithms with polynomial time requirments for solving the
majority of the algorithms in this area stresses the complexity of the topic. The
aproximation algorithms which are able to deliver sub-optimal solutions in a ma-

nageable time span have been accepted as a necessity, for the practical purpose.

The emphasis of the thesis is the approximation algorithm for solving the
deterministic job-shop combinatorial optimization problem with the makespan
criterion. The underlying technique is the local search, which starts with an
arbitrary feasible solution and iteratively seeks better ones by performing a small
change of a processing order on some machine at each step. The existence of the
technological constraints among technological operations results in the fact that
some of the changes are infeasible, which possesses a problem for local search
implementations. So far the proposed solutions to overcome the difficulty are
unsatisfactory, since they give up on exploring some parts of a solution space or

result in some other compromise.

As an answer to the problem, we developed and theoretically founded a ge-
nerally utilizable algorithm for preventing infeasible solutions which deals with
the infeasibility in a more satisfactory way. The empirical tests are relatively
encouraging, since we acchieved new upper bounds on the optimal solution for

the three open test instances.

Key words: scheduling, combinatorial optimization, local search, tabu search,

genetic algorithms.
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1. Uvod

V serijski proizvodnji se nenehno sre¢ujemo s problematiko razvrséanja (ang. sch-
eduling), saj zelimo ¢im uspesneje izvesti dolo¢en nabor operacij z uporabo po
stevilu in kapaciteti omejenega nabora proizvodnih resorjev (Baker 1974, Ko-

ren 1985, Suhel in sod. 1989, Kumar 1983).

Operacije niso vedno med seboj neodvisne, ampak so pogosto podvrzene teh-
nologkim omejitvam (ang. technological constraints)!. To pomeni, da se posame-
zna operacija ne more izvrsiti, dokler niso izvedene vse njene tehnoloske predho-
dnice. Proizvodni resorji (v nadaljevanju: stroji) lahko v ve¢ini primerov naenkrat
opravljajo samo po eno opravilo, poleg tega operacij med izvajanjem dostikrat

ne smemo prekinjati.

Omenili smo samo nekaj tezav in omejitev, na katere naletimo v praksi pri
dolocanju wurnika (ang. schedule), po katerem naj se operacije izvajajo. Slabo
zastavljen urnik bo povzrocil predolgo ¢akanje dolocenih operacij na svoje teh-
noloske predhodnice, stroji pa bodo stali neizkoris¢eni. Pojav je posledica pre-
komernega kopic¢enja in zastojev operacij na drugih strojih, kjer le-te ¢akajo na

izvrsitev ter s tem blokirajo izvajanje svojih tehnoloskih naslednic.

Teorija razvrséanja (ang. scheduling theory) je panoga, ki raziskuje postopke
izdelave ucinkovitih urnikov ob prisotnosti omejitev na katere naletimo v praksi
pri izvajanju operacij. Teorija se intenzivno naslanja na matematicna orodja in
izsledke, za kar potrebuje ustrezne matematicne modele, ki prakticne probleme
abstrahirajo v matematicno kompaktno in precizno obliko. Tezava, s katero se
pri tem srecujemo, je, da preprosti modeli premalo natancno opisujejo realna

dogajanja, zato je uporabnost z njimi pridobljenih resitev omejena.

Po drugi strani velja, da je kompleksne in bolj precizne modele tezje upo-
rabljati ter da njihova kompleksnost pogosto prepreci pridobivanje uporabnih
resitev; zato je razvoj in definicija uc¢inkovitih modelov proizvodnje odprta proble-

matika teorije razvrscanja. Izkusnje kazejo, da se v konkretnih situacijah splosno

Weckrat zasledimo v literaturi izraz prednostne omejitve (ang. precedence constraints).



2 Uvod

zastavljeni modeli (za resevanje Sirse mnozice problemov) slabse obnasajo od na-
mensko razvitih modelov za reSevanje specifi¢cnih in ozko usmerjenih problemov,

kar je tudi za pricakovati.

Za teorijo razvrscanja so pomembni oboji, saj so splosneje zastavljeni modeli
zanimivi za §irsi krog raziskovalcev in se zato hitreje razvijajo. Ob tem pridobljena
spoznanja so velikokrat neposredno ali posredno uporabna tudi pri resevanju

problemov z namensko razvitimi modeli.

V nasem primeru se osredotocamo na obravnavo splosno namenskega deter-
ministicnega modela razvrscanja operacij, ki so grupirane po opravilih ter znotraj
posameznega opravila podvrZene tehnoloskim omejitvam (ang. deterministic job-

shop scheduling problem).

Eksaktno resiti problem (precizneje: njegovo dolo¢eno instanco) pomeni poi-
skati urnik, katerega ¢asovni interval, potreben za izvedbo vseh operacij (ang. ma-
kespan), je najkrajsi. V splosnem je to nemogoce izvesti v doglednem casu,
saj problem kljub enostavnemu opisu (poglavje 1.1), ki Se zdale¢ ne daje slutiti
njegove kompleksnosti, spada med tezje resljive matematicne probleme nasploh
(French 1982); cas, ki je potreben za eksaktno resevanje instanc z velikostnim
redom 400 operacij, pogosto preseze zivljensko dobo nase galaksije. V praksi se
zato posluzujemo aproksimativnega oziroma hevristi¢nega resevanja (Morton in
Pentico 1993), kjer so dobljene resitve slabse od optimalnih, ¢asovna zahtevnost

postopkov pa postane obvladljiva in sprejemljiva.

V pricujocem delu obravnavamo postopek hevristicnega resevanja zastavlje-
nega problema s pomocjo tehnike, ki ji pravimo lokalno iskanje (ang. local search).
Ideja temelji na iterativnem izboljSevanju zacetne resitve, kjer se v vsakem ko-
raku optimizacije na urniku izvede doloc¢ena sprememba izmed vnaprej definirane
mnozice sprememb, ki ji pravimo okolica urnika (ang. neighborhood). Ko z no-
beno spremembo v okolici ne moremo doseci izboljsave urnika, smo dosegli lokalni
minimum. Da bi bila nadaljnja optimizacija mozna, se posluzujemo metahevri-
sticnih pristopov, ki dovoljujejo spreminjanje urnikov tudi na nacin, ki njihovo
kvaliteto poslabsa. S tem je omogocen pobeg iz lokalnega minimuma in nadaljnje

iskanje boljsih resitev.
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1.1 Definicija problema

Deterministi¢ni problem razvrs¢anja proizvodnih procesov (v nadaljevanju pro-
blem IIj) je podan s konénim stevilom n opravil {7;}_, iz mnozice J, ki morajo
biti izvedena s pomocjo konénega Stevila m strojev {M;}7, iz mnozice M.
Vsako opravilo J; je zaporedje n(i) operacij w;;,...w;n3), od katerih se mora
vsaka izvesti na predpisanem stroju M, € M, za kar potrebuje predpisan cas
izvajanja® p; > 0. Skupno $tevilo operacij v vseh opravilih je ng, = Y i, n(4).
Operacije, ki pripadajo istemu opravilu, so podvrzene tehnologkim omejitvam:
zacCetni Cas izvajanja t;; operacije w; g, ki ni prva v opravilu (k > 1), ne sme biti
manjsi od koncénega Casa izvajanja (e; x—1 = t; x—1 + pik—1) njene tehnoloske pred-
hodnice w; ,—1; v primeru prve operacije mora veljati t;; > 0 za vsaki=1,...,n.
Na vsakem stroju se lahko izvaja samo ena operacija naenkrat, kar predstavlja
zmogljivostne omejitve (ang. capacity constraints). Poleg tega prekinitve izva-
janja operacij (ang. preempt) niso dovoljene. Izvrsni cas urnika Ciay je dolzina
casovnega intervala, v katerem se izvede vseh ni, operacij. Zaradi tehnoloskih
omejitev velja Cpax = maxi’ (€;,(;)). Resiti problem pomeni poiskati tak urnik,
ki bo imel najmanjsi izvrsni cas C},, = min(Chyay) izmed vseh izvedljivih ur-
nikov. S tem ima izvrsni ¢as urnika vlogo kriterijske funkcije. Ostali problemi

razvrScanja imajo lahko drugacne kriterijske funkcije, kar je v nadaljevanju po-

drobneje obdelano.

V teoreticnih Studijah se navadno obravnava restriktivnejsi II; model, kjer
se mora pri vsakem opravilu izvrsiti natanéno ena operacija na vsakem stroju.
Stevilo vseh operacij je tako ng; = n-m, zato govorimo o pravokotnem (ang. rec-
tangular) Tl problemu in navajamo dimenzionalnost instance kot n x m. Ome-
nimo Se primer pravokotnega problema, kjer dodatno velja, da je stevilo opravil
enako stevilu strojev (velja relacija n = m), ¢emur pravimo instanca kvadratnih

dimenzij (ang. square in dimensionality).

2Casi izvajanja so podani kot celosteviléni mnogokratniki osnovne éasovne enote. Proizvodni
proces s Casi izvajanja iz mnozice racionalnih stevil modeliramo tako, da izberemo ustrezno
majhno osnovno enoto ter Case izvajanja temu primerno skaliramo.
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V tem delu bomo obravnavali samo instance, kjer se lahko izvede najve¢ ena
operacija vsakega opravila na posameznem stroju, kar je manj restriktiva zahteva

od pravokotnosti.

Velikokrat smo v situaciji, ko obravnavamo dolo¢eno operacijo izmed nio; ope-
racij, ne zelimo pa se poglabljati v podatek, kateremu opravilu pripada. Zato
operacijam priredimo enotno Stevilko v intervalu od 1 do ny, kar oznac¢imo z wy,
(torej samo Stevilka operacije k in ne par indeksov 7, j), kjer wy, ..., w,q) € Jh,
Wi (1)415 - - - Wn(1)4n(2) € Jo I naprej do W, —n(m)41 - - - Wneoy, € Jn°. Definirajmo
tudi operator num(), ki vrne enotno $tevilko operacije: num(wy) = k. Opravilo,
kateremu operacija wy pripada, ozna¢imo kot J(wy), stroj, na kateremu se le-ta

izvrsuje pa kot M (wy).

Opisani model Iy problema temelji na naslednjih predpostavkah, od katerih

so nekatere izrazene implicitno (French 1982).

1. Dve operaciji istega opravila se ne smeta izvajati istocasno.
2. Operacije med izvajanjem ne smemo prekiniti in je pozneje dokoncati.

3. Pri nobenem opravilu se ne izvaja ve¢ kot ena operacija na posameznem

stroju.
4. Vse operacije vseh opravil moramo izvesti v celoti.
5. Casi izvajanja operacij so neodvisni od urnika.
6. Operacija caka sprostitev stroja, ce je le-ta zaseden.
7. Za vsako operacijo obstaja samo en stroj, ki jo lahko izvrsi.
8. Med izvajanjem urnika so lahko stroji prosti.
9. Noben stroj ne more izvajati ve¢ kot ene operacije naenkrat.

10. Stroj je vedno pripravljen na izvajanje.

3V literaturi se pogosto uporablja gteviléenje po drugaénem zaporedju: wy, = wy,1, W2 = Wa,1
in tako naprej; torej najprej osteviléimo vse prve operacije opravil, nato vse druge, ... Problem
takega zaporedja je, da je primerno le za pravokotne instance, na katere se ne zelimo omejiti.
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11. Tehnoloske omejitve so poznane vnaprej in so nespremenljive.

12. Vsi parametri (n, m, p;x) so deterministiéni in znani vnaprej.
Mattfeld (1996) dodatno poudarja Se naslednje lastnosti zastavljenega modela.

13. Vsa opravila so pripravljena na izvajanje ob ¢asu nic.
14. Za nobeno opravilo ne zahtevamo, da se konca pred ostalimi.

15. Cas za pripravo stroja med izvajanjem operacij je zanemarljiv.

Nobena od navedenih predpostavk v praksi ne velja vedno, saj so situacije v
proizvodnji prevec specificne, da bi lahko vse obravnavali s tako poenostavljenim

modelom. Navedimo samo nekaj nasprotujocih primerov.

e Vse operacije niso nujno podvrzene tehnoloskim omejitvam, kot na primer
pri sestavljanju konc¢nega izdelka iz vecCjega Stevila polizdelkov, od katerih

se vsak lahko proizvede neodvisno (lastnost 1).

e Stroje je potrebno med izvajanjem operacij Cistiti, ¢e so materiali obdelo-

vancev razlicni (lastnost 5).

e Vcasih operacija ne sme cakati sprostitve stroja, kot je to primer pri valjanju

jekla, ki se ne sme ohladiti (lastnost 6).

e Na voljo imamo lahko vec¢ enakih strojev za izvajanje doloCene operacije

(lastnost 7).

e Stroj se lahko pokvari (lastnosti 10, 12 in 15).

Vidimo, da je predpostavk, na katerih je problem zasnovan, veliko, zato je
prakticno nemogoce vpeljati splosen model, kjer bi vse opustili, saj bi bilo se-
stavljanje urnikov na tak nacin prezahtevno za prakti¢no uporabo, ker je ze

osnovni IIj problem izredno zahteven za resevanje.
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1.2 Razsiritve osnovnega modela in sorodni problemi

V odgovor na specificnost in raznolikost zahtev proizvodnih situacij so se poja-
vili razsirjeni modeli, ki osnovni II; problem posplosujejo, najveckrat z odpravo
samo ene od navedenih predpostavk, ki je v doloceni situaciji najbolj moteca.

Najpogosteje obravnavane razsiritve so naslednje.

Generalizirani Il (ang. generalized 11y) za izvrSevanje vsake operacije predvi-
deva vecje stevilo strojev. Casi izvajanja operacij so lahko za vsak stroj

razlicni (Vaessens 1995, Mastrolilli in Gambardella 2000).

IT; s pokvarljivimi stroji (ang. II; with machine breakdowns) predvideva, da
stroji v doloc¢enih casovnih intervalih niso na voljo zaradi popravila ali zaradi

kakrsnegakoli drugega razloga (Holthaus 1999).

Veckratno izvajanje opravila na istem stroju (ang. reentrant shop) pred-
videva, da lahko posamezno opravilo vsebuje ve¢ operacij, ki se izvajajo na

istem stroju (Morton in Pentico 1993).

Stohasti¢ni ITy (ang. stochastic 11j) ne predpostavlja deterministi¢nih, ampak

stohasti¢ne parametre, ki opisujejo problem (Pinedo 1995).

Poleg nastetih razsiritev obstaja tudi mnozica problemov, ki so problemu II;
bolj ali manj sorodni, obravnavamo pa jih lo¢eno. Na tem mestu omenimo samo
dva taka primera. Popolnejsi pregled podajajo reference, kot so Morton in Pen-

tico (1993) ter Pinedo (1995).

IT; brez tehnoloskih omejitev (ang. open shop) ne uposteva tehnologkih ome-
jitev med operacijami. Situacije, ki jih lahko tako obravnavamo, so v praksi
redke, vendar obstajajo. Tak primer je opremljanje izdelka z nalepko in teh-
tanje. Katerokoli od teh operacij lahko izvedemo najprej (ob predpostavki,
da nalepka zanemarljivo vpliva na tezo izdelka), ne moremo pa izvesti obeh

naenkrat, ker bi lepljenje nalepke tehtanje motilo.
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IT; z uniformnimi opravili (ang. flow shop) predvideva, da se operacije vseh
opravil izvajajo v istem zaporedju. Taka situacija obstaja na primer v va-
ljarnah, kjer morajo razli¢ni izdelki skozi enake faze proizvodnje po enakem

vrstnem redu.

Slednji problem bi lahko obravnavali kot navaden IIj, kjer je s specifikacijo
instance doloceno, da so vsa opravila uniformna. Kljub temu problema obravna-
vamo loceno, ker uniformnost odpira dodatne moznosti in poenostavitve, ki jih

uspesno izkoris¢amo pri snovanju algoritmov.

1.3 Ostali problemi razvrséanja opravil

V zacetnem obdobju razvoja teorije razvrs¢anja procesov so bile raziskave inten-
zivno usmerjene v optimizacijo problemov z enim proizvodnim strojem (ang. sin-
gle machine problems). Zanje razviti postopki optimizacije so veckrat upora-
bljeni kot gradniki postopkov za resevanje II; problema, zato jih na tem mestu
na kratko omenjamo (kjer referenca ni podana, je povzetek narejen iz Morton in

Pentico 1993).

Vecina problemov v tej kategoriji predpostavlja, da moramo razvrstiti koncno

<

oo, ki se morajo vse izvrSiti na enem

Stevilo n® neodvisnih operacij wy,...,w
stroju?. Za vsako od njih je predpisan izvrsni ¢as p¢ > 0 (1 < i < n°). Zaradi
ne spreminja z zaporedjem, po

neodvisnosti operacij se celotni izvrsni ¢as C?,.

katerem so le-te izvedene, saj je vedno C} .. = Z;il ps; zato ta kriterijska funk-
cija ni zanimiva. Nadomesca jo cel spekter drugih kriterijskih funkcij, od katerih
ima vsaka doloc¢eno prakti¢no vrednost odvisno od proizvodne situacije. Skupna
znacilnost teh kriterijskih funkcij je, da so vse izrazene kot funkcije konénih ¢asov

izvajanja posameznih operacij Cy. Nastejmo nekaj najpomembnejsih.

Utezeni izvrsni ¢as (ang. weighted completion time) predpostavlja, da niso vse

operacije enako pomembne. Namesto tega vsaki od njih pripiSemo doloc¢eno

4Vse oznake, ki se nanasajo na probleme z enim strojem, imajo zaradi lazjega loGevanja
dodan prepoznavni znak ©.
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tezo wi > 1 (ali véasih wy > 0), katere vrednost izraza relativno pomemb-
nost posamezne operacije. Utezeni izvrsni ¢as, ki je kriterij za oceno urnika,

. o il
izracunamo kot Y ", wfCY.

Najvecja zapoznelost (ang. mazimum lateness) se uporablja, ko imamo za
vsako operacijo w; predpisan konéni ¢as d;, do katerega se mora le-ta izvesti.
Taka situacija nastopi, ko proizvajamo izdelke po narocilu s predpisanim
dobavnim rokom. Vsaki operaciji predpisemo zapoznelost L = C7 —d, ki
je pozitivna, ¢e operacija prekoraci predpisani rok, in negativna v primeru,
da je izvrSena predcasno. Minimizirati zelimo najvecjo krsitev predpisanega
konénega Casa max?, L?. Obstaja tudi razsirjena verzija problema, kjer

o . o . > . oo oo . “ <
minimiziramo utezeno najvecjo krsitev predpisanega Casa max].; w;L;.

Skupna pocasnost (ang. total tardiness) zeli minimizirati skupno zamudo vseh
operacij, ne da bi nagradila prezgodnje izvrSevanje. Vsaki operaciji w; pri-
redimo pocasnost 77 = max(L¢,0), ki je enaka 0, ¢e je operacija izvrSena v
predpisanem roku, sicer je po vrednosti enaka njeni zapoznelosti. Minimi-
zirati zelimo Y7 T2 ali 27 woT?.

Stevilo pocasnih opravil (ang. number of tardy jobs) predpise vsaki opera-

1; T2>0
0; sicer *

& &
(1w Up

ciji wy enoto pocasnosti U = { Minimizirati zelimo stevilo opravil,

. o <© .
ki so pocasna » ., US ali 7

1=

<&

Skupna zgodnost in pocasnost (ang. total earliness plus tardiness) kaznuje
tako prezgodnje kot tudi prepozno izvrSevanje operacij. Problem temelji
na predpostavki, da prezgodnje operacije povecujejo stroske skladiscenja.
Vsaki operaciji w; poleg pocasnosti, ki smo jo Ze opisali, priredimo
tudi zgodnost B = max(0, —L¢). Minimizirati zelimo S (TP + E?)

<

ali Z?ﬂ(w%ﬂ? + WEzEf)

V povezavi z resevanjem IIj problema je Se posebej pomemben naslednji pro-
blem razvrScanja operacij za izvajanje na enem stroju, ki ga oznacimo s ® in je de-
finiran takole (Carlier 1982, Grabowski in sod. 1986). Dana je kon¢éna mnozica n®

neodvisnih opravil wy, ..., w;.. Vsakemu opravilu w; pripiSemo cas, ob katerem
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je le-to na voljo za izvajanje (RS > 0), cas izvajanja (p$ > 0) ter Cas, ki je potre-
ben za dokon¢anje opravila (na drugem neodvisnem stroju) potem, ko se je na
obravnavanem stroju ze izvrsilo (Dy > 0). Minimizirati zelimo izvrsni ¢as vseh
operacij max?’ (2 + p¢ + DY), kjer £° pomeni zacetni cas izvajanja operacije w?

ob upostevanju pogoja t; > Ry.

Obstaja tudi razsirjena verzija gornjega problema, ki je bila namensko defini-
rana kot gradnik za reSevanje Il; problema. Definicija je podobna kot v primeru
problema ®, le da model vsebuje dodatne prednostne omejitve® med dolo¢enimi

pari operacij (Balas in sod. 1995).

Omenimo Se problem trgovskega potnika (ang. traveling salesman problem), ki
ne spada striktno med probleme razvrscanja proizvodnih procesov, v tem kon-
tekstu pa se ga vseeno velikokrat omenja. Definiran je takole. Dano je konc¢no
stevilo polozajev (mest, postajalisc, strank, ...) ter razdalje med njimi. Is¢emo
potovalno zaporedje, po katerem obhodimo vse polozaje natancno enkrat in se
nato vrnemo v izhodis¢éni polozaj, pri tem pa prepotujemo najmanjSo mozno

razdaljo.

1.4 Vzorc¢ni primer IIj instance

7Z namenom dosec¢i nazornejso razpravo v nadaljevanju, bomo na tem mestu de-
finirali vzor¢no instanco II; problema (tabela 1.1), ki nam bo omogocila vpogled
v problematiko s pomocjo konkretnega primera. Instanca vsebuje ni. = 12 ope-
racij, od katerih vsaka pripada enemu od n = 4 opravil ter mora biti izvedena na
enemu od m = 3 strojev. Za vsako operacijo je podan ustrezen stroj v stolpcu
z oznako M ter Cas izvajanja z oznako p. Tehnoloske omejitve zahtevajo, da

izvajanje operacij znotraj posameznega opravila sledi zaporedju a — b — c.

Potrebovali bomo tudi zacetni urnik, po katerem naj se operacije izvedejo,

zato si ga izberimo (tabela 1.2).

5Namerno nismo napisali, da gre za tehnoloske omejitve, ker so to dejansko umetno tvor-
jene relacije, ki nastanejo pri postopku optimizacije Il problema s premikanjem ozkega grla
(poglavije 4.5.4).
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operacije
a b c
opravilo M p M p M p
J1 2 4 1 7 3 3
Jo 1 3 2 2 3 4
I3 2 2 1 4 3 3
W/ 3 3 1 4 2 2

Tabela 1.1: Definicija vzorcne instance IIj problema velikosti 4 x 3.

zaporedje in zacetni ¢asi izvajanja
stro] 01 to, 02 to, 03 lo; 04 o,
My 4 3 2 8 10 12 3b 20
My 1la 5 2b 11 4e¢ 13 3a 17
Ms 4a 0 2¢ 13 3¢ 24 1lc 28

Tabela 1.2: Primer urnika za izvedbo vzorcéne IIj instance.

Gornja tabela predpisuje zacetno zaporedje izvajanja operacij po strojih; poleg
tega za vsako operacijo podaja zacetni cas izvrSitve, kar je nujno potrebno za
nedvoumnost urnika. Kot primer si oglejmo dogajanje na stroju M;, kjer se
najprej izvrsi operacija 4b: z izvrSevanjem pricne ob ¢asu 3, kon¢a pa ob ¢asu 7,
ker traja njeno izvajanje 4 ¢asovne enote (tabela 1.1). Naslednja operacija je 2a,
ki se pri¢ne izvajati ob ¢asu 8, konca pa se ob ¢asu 11. Na enak nacin je predpisano

tudi izvajanje ostalih operacij.
1.5 Gantt diagram

Gantt diagram (ang. Gantt chart) (Clark 1922) nudi nazoren nac¢in prikazovanja
urnikov. Razvit je bil leta 1918 kot pomo¢ pri optimizaciji ameriske vojaske
proizvodnje, vendar se je njegova uporaba hitro razsirila na celotno podrocje

razvrscanja tehnoloskih procesov.

Ideja Gantt diagrama je preprosta. Abscisna os predstavlja ¢asovni interval
izvajanja urnika, na ordinatni osi pa so predstavljeni stroji (splosneje tehnoloski
resorji). Casovni intervali, v katerih je posamezni stroj zaseden, so prikazani
z zapolnitvijo ustreznega obmocja na diagramu — najpogosteje z daljico ali s

pravokotnikom. Oznac¢imo lahko, katera operacija se izvaja ter kateremu opravilu
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le-ta pripada. Primer Gantt diagrama na sliki 1.1 prikazuje izvajanje urnika

vzoréne instance, ki smo ga podali v tabeli 1.2.

M, T (w1 ][ ]

Mo | 1a | [2b]4c] [3a]

Mz | da| [ 3¢ | [ 1c ]
Cas | oo oo I I R R T R R R R T T

Slika 1.1: Prikaz urnika vzoréne II; instance s pomoc¢jo Gantt diagrama.

Z diagrama se jasno vidi, kdaj in s katero operacijo je posamezni stroj zaseden.
Prikazani urnik je izvedljiv, saj se casovni intervali izvajanja opravil na posame-
znih strojih ne prekrivajo (upostevane so zmogljivostne omejitve), poleg tega se
operacije izvajajo v pravilnem tehnoloskem zaporedju (upostevane so tehnoloske
omejitve). Celotni ¢as, ki ga porabimo za izvedbo vseh opravil, ¢e se drzimo pre-
dlaganega urnika, je 31 ¢asovnih enot; z drugacnim urnikom bi lahko potrebovali

veC ali manj casa.

Z diagrama na sliki 1.1 lahko hitro ugotovimo, kateri deli urnika so nespretno
doloceni; cas izvajanja bi se zanesljivo skrajsal, ¢e bi operacijo 1¢ na stroju Mj iz-
vedli pred operacijo 3¢. V splosnem postopek optimizacije ni tako preprost, saj so
instance v praksi vecje. Poleg tega je prikazani urnik namerno slabe kvalitete. Pri
blizje-optimalnemu urniku bi potrebovali precej ve¢ napora (racunalniske moéi),

da bi odkrili boljsi razpored izvajanja operacij.

Do sestdesetih let dvajsetega stoletja je Gantt diagram predstavljal pomembno
orodje za optimizacijo urnikov, danes pa je to nalogo prevzel neusmerjeni graf,
ki je direktno integriran v podrocje diskretne matematike in je primernejsi za
opis racunalniskih algoritmov (Blazewicz in sod. 1996). Modeliranju ITj instanc

s pomocjo neusmerjenega grafa posvecamo celotno poglavje 3.
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1.6 Regularne kriterijske funkcije

V podpoglavju 1.3 smo spoznali nekaj kriterijskih funkcij, ki se najpogosteje upo-
rabljajo pri ocenjevanju urnikov. Nekatere izmed njih imajo posebno lastnost, ki
ji pravimo regularnost (ang. regularity). Definiramo jo na naslednji na¢in. Dan
imamo urnik izvajanja operacij, kateremu pripada dolo¢ena vrednost kriterijske
funkcije K;. Sedaj v tem urniku izvedemo spremembo, po kateri se katerakoli
operacija ali podmnozica operacij (lahko tudi vse) pri¢ne izvajati ob zgodnejsem
¢asu kot v prvotnem urniku (pri tem nobene operacije ne zakasnimo). Spreme-
njenemu urniku pripada vrednost kriterijske funkcije K. Za regularne kriterijske

funkcije velja, da je Ky < K; pri kakrsnikoli spremembi opisanega tipa.

Od opisanih kriterijskih funkcij samo “skupna zgodnost in pocasnost” ne
spada v to kategorijo, saj lahko s prezgodnjim izvajanjem doloc¢ene operacije
vrednost kriterijske funkcije poslabsamo. Za naso obravnavo je pomembno, da

celotni izvrsni ¢as Cluax v primeru Il; problema spada v obravnavano kategorijo.
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2. Prostor resitev IIj problema

S pojmom prostor resitev II; problema oznacujemo mnozico izvedljivih urnikov,
ki pripadajo doloceni Il instanci. Ker moramo v tej mnozici poiskati optimalni
urnik (v primeru eksaktnega resevanja) ali ¢cim blizjega optimalnemu (v primeru
hevristi¢nega reSevanja), je uspeh, s katerim bomo nalogo opravili, odvisen od
karakteristik prostora resitev. Najvaznejsi podatek je zagotovo Stevilo urnikov,
ki sestavljajo prostor resitev. V primeru, da je le-teh sprejemljivo malo, lahko
pregledamo in ovrednotimo vse vsebovane urnike ter izberemo najboljsega. Ce pa
je prostor resitev prevelik in tako pocetje ni smotrno, obstaja velika verjetnost,

da se bomo morali optimalnemu resevanju ze v osnovi odpovedati.

Za 11y problem s kriterijsko funkcijo celotni izvrsni ¢as Ci,ax lahko s preprostim
sklepanjem ugotovimo, da je urnikov, ki pripadajo katerikoli instanci neskonc¢no
mnogo, ker ni nobene omejitve, s katero ne bi mogli izvajanja vsake operacije
zakasniti poljubno dolgo. Situacija vseeno ni brezupna, saj smo predhodno ugo-
tovili, da kriterijska funkcija Ch.x spada med regularne kriterijske funkcije. To
pomeni, da je vsaka zakasnitev operacij nepotrebna, ker nam vrednost kriterijske

funkcije lahko kve¢jemu poslabsa.

2.1 Pol-aktivni urniki

Glede na predhodno ugotovitev se pri iskanju optimalnih ali blizu-optimalnih
resitev omejimo na podmnozico pol-aktivnih (ang. semi-active) urnikov, ki jo de-
finiramo na naslednji nac¢in (Baker 1974): dolo¢en urnik je pol-aktiven tedaj in
samo tedaj, ¢e nobene operacije ne moremo izvesti ob zgodnejSem casu, ne da bi
spremenili zaporedje izvajanja operacij ali krsili tehnoloskih in/ali kapacitivno-
stnih omejitev. Vsak pol-aktivni urnik je povsem dolocen z zaporedji, po katerih
se izvajajo operacije na strojih, zato pri specifikaciji urnika ni potrebno navajati

zacetnih ¢asov izvajanja, ker so v podanih zaporedjih vsebovani implicitno.
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Poljuben zacetni urnik lahko spremenimo v le-temu pripadajocega pol-
aktivnega na naslednji nacin: vsako operacijo, katere zacetni cas izvajanja lahko
zmanjsamo, ne da bi pri tem kakorkoli spremenili zaporedje izvajanja ostalih ope-
racij in pri tem krsili tehnoloske ter kapacitivnostne omejitve, pricnemo izvajati
ob najzgodnejSem moznem c¢asu ter to ponavljamo, dokler take operacije po ur-
niku obstajajo. Poljubnemu zacetnemu urniku pripada to¢no dolocen pol-aktivni

urnik neodvisno od zaporedja, po katerem smo zacetne case operacij spreminjali.

Kot primer si ponovno oglejmo urnik na sliki 1.1, za katerega se lahko hitro
prepricamo, da ne spada v mnozico pol-aktivnih urnikov, saj v njem obstajajo
operacije, ki jih lahko pricnemo izvajati ob zgodnejSem casu, kot doloca prvotni
urnik. Operacija la na stroju M bi se lahko pricela izvajati ob ¢asu 0, ker nima
(in ji ni potrebno ¢akati) niti tehnoloskih predhodnic niti predhodnic na stroju.
Podobno ugotovimo, da se operacija 2a na stroju M, lahko pri¢ne izvajati eno
casovno enoto prej, kot je doloceno. S tem se odpre moznost zgodnejsega izvajanja
operacije 2b na stroju My, ki je tehnoloski naslednik 2a. Na podoben nacin lahko

pohitrimo Se operacije 2c¢, 4¢, 1b, 3a, 3b (in posledicno 3c¢) ter lc.

Rezultirajoci pol-aktivni urnik je prikazan na sliki 2.1. Vidimo, da smo s
pohitritvijo operacij pridobili 4 ¢asovne enote, saj sedaj vsa opravila izvedemo

v 27 ¢asovnih enotah.

Slika 2.1: Pol-aktivni urnik, ki pripada zacetnemu urniku.

7 omejitvijo optimizacijskih algoritmov na delovanje nad pol-aktivno mnozico
urnikov smo problem iskanja optimalnega ali blizu-optimalnega urnika prevedli
na iskanje ustreznega zaporedja izvajanja operacij, zato pravimo, da Il problem

spada med sekvencne (ang. sequential) optimizacijske probleme.
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Urnikov, ki so rezultat optimizacije, torej ne podajamo tako, kot je prikazano

v tabeli 1.2, ampak navajamo samo zaporedje operacij po strojih, kot prikazuje

tabela 2.1.

stroj zaporedje operacij
My 4b 2a 1b  3b
My la 2b 4e¢  3a
Mz 4a 2¢ 3¢ lc

Tabela 2.1: Podajanje urnika z zaporedjem izvajanja operacij.

Kljuéno vprasanje je, koliko pol-aktivnih urnikov pripada doloc¢eni instanci.
V primeru pravokotnega problema dimenzij n x m sklepamo takole. Na vsakem
stroju se izvede natanc¢no n operacij, ki jih lahko izvrsimo v n! razliénih zapo-
redjih. Ker to velja za vsak stroj, je zgornja meja moznega Stevila pol-aktivnih
urnikov podana kot (n!)™. Izra¢un le-te je prikazan za nekaj velikosti instanc v

tabeli 2.2.

problem (n x m) §t. resitev (n!)™ | problem (n x m) §t. resitev (n!)™
1x1 1 10 x 10 3,95 - 109
2 x 2 4 12 x 12 1,46 - 10104
3x3 216 15 x 10 1,46 - 10121
4 x4 3,32-10° 15 x 15 5,59 - 10181
5% 5 2,48 - 1010 20 x 10 7,26 -10'%3
6 x 6 1,39-10'7 20 x 15 6,19 - 10%7™

Tabela 2.2: Zgornja meja stevila pol-aktivnih urnikov.

Opazimo, da je narasc¢anje stevila moznih pol-aktivnih urnikov grozljivo hi-
tro, kar je glavni razlog za izredno tezavnost IIj problema; zanj pravimo, da

kombinatori¢no eksplodira.

Dodatno tezavo predstavlja dejstvo, da poljubno zaporedje izvajanja operacij
ne predstavlja izvedljivega urnika (ang. feasible schedule). Oglejmo si primer, ki

je podan v tabeli 2.3.
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stroj zaporedje operacij
My 4b 3b 2a 1b
My la 2b 4c¢  3a
Ms 4a 2¢ 3¢ 1lc

Tabela 2.3: Primer neizvedljivega urnika.

Edina razlika v primerjavi z urnikom v tabeli 2.1 je, da smo operacijo 3b, ki
se je do sedaj izvajala zadnja na stroju My, dolocili za izvajanje neposredno za
operacijo 4b, ki je na stroju prva. Slika 2.2 nas bo prepricala, da takega urnika

ni mogoce izvrsiti, ne da bi krsili tehnoloske omejitve.

M, | 4ab | 3b | 2a | 1b \

Slika 2.2: Primer neizvedljivega urnika.

Operacija 3b se ¢asovno izvaja pred operacijo 3a na stroju Mas, torej skle-
pamo, da jo moramo zakasniti, ¢e zelimo zadovoljiti tehnoloske omejitve. Izkaze
se, da s tem zakasnimo tudi operacijo 2a, kar povzroci zakasnitev operacije 2b
na stroju Ms, s tem pa kasni tudi operacija 3a; operacijo 3b lahko zakasnimo
kolikor hocemo, operacija 3a se bo vedno izvedla pozneje, zato je urnik s takim

zaporedjem izvajanja neizvedljiv.

Neizvedljivi urniki predstavljajo problem, ker je preverjanje izvedljivosti za-
mudno. Postopki lokalnega iskanja dosegajo blizu-optimalne resitve tako, da
izvajajo lokalne zamenjave zaporedja izvajanja operacij, na podoben nacin, kot
smo iz urnika v tabeli 2.1 dobili urnik v tabeli 2.3. Dejstvo, da lahko z zamenjavo
povzrocimo neizvedljivost urnika, predstavlja resno oviro pri snovanju uc¢inkovitih
algoritmov lokalnega iskanja za resevanje IIj problema in ostalih problemov, kjer

so prisotne tehnoloske omejitve (Koren 1985, Suhel in sod. 1989, Kumar 1983).
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Do danes ni znan postopek, s katerim bi na enostaven nacin dolo¢ili natancéno
stevilo izvedljivih urnikov, saj le-to ni odvisno samo od dimenzionalnosti instance,
temvec tudi od predpisa, po katerem se operacije posameznih opravil izvajajo na
strojih. S pomocjo do sedaj izvedenih empiri¢nih poskusov na instancah 10 x 10

je ocenjeno, da je velikostni red neizvedljivih urnikov 15% (Mattfeld 1996).

2.2 Aktivni urniki

Pri iskanju optimalne resitve se lahko Se bolj omejimo, in sicer na mnozico aktiv-
nih (ang. active) urnikov, ki so definirani na naslednji na¢in (Giffler in Thomp-
son 1960): urnik je aktiven tedaj in samo tedaj, ko nobene operacije ne moremo
izvesti ob zgodnejSem c¢asu, ne da bi s tem zakasnili izvajanja katerekoli druge
operacije, ali krsili tehnoloskih in/ali kapacitivnostnih omejitev. Vsak aktivni

urnik je hkrati tudi pol-aktiven, obratno pa ne drzi.

Kot primer si zopet oglejmo sliko 2.1. Brez tezav se lahko prepricamo, da
prikazani urnik ni aktiven. Operacijo 1c na stroju Mjs lahko izvrsimo pred ope-
racijo 3¢, ne da bi slednjo s tem zakasnili. Podobno ugotovimo za operacijo 2a,

4c¢ in 3a.

Poskusimo torej spremeniti vrstni red izvajanja operacij. Najprej dolo¢imo, da
se operacija 2a izvede pred operacijo 4b; s tem se pohitri tudi izvajanje operacij 20,

4c, 3a in 2c¢. Nato premaknimo operacijo 1c pred 3c. Rezultat prikazuje slika 2.3.

M [2a [ 4p | 1b BE
My | 1a [2b] [4c]|3a]

Mz [ 4a | L te | [ 3c |
cas | v o r e

Slika 2.3: Aktivni urnik, ki ga izvedemo iz pol-aktivnega na sliki 2.1.

Giffler in Thompson (1960) sta dokazala, da se vsaj en optimalen urnik na-
haja v mnozici aktivnih urnikov. Stevilo aktivnih urnikov je tezje doloéljivo kot v
primeru pol-aktivnih urnikov, saj je Se dodatno odvisno od predpisanih ¢asov iz-

vajanja operacij. Vemo le, da je aktivnih urnikov bistveno manj kot pol-aktivnih.
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Lahko bi sklepali, da je primerneje izvajati optimizacijo v prostoru aktivnih
urnikov, ki jih je manj kot pol-aktivnih, saj manjsi prostor resitev pomeni vecjo
verjetnost, da bomo nasli optimalno resitev. Vendar sklep ne drzi, ker ima strik-

tno vztrajanje pri aktivnih urnikih veé¢ slabosti kot prednosti.

Prva tezava nastopi zaradi obstoja vecjega Stevila aktivnih urnikov, ki pripa-
dajo dolo¢enemu zaporedju izvajanja operacij oziroma pol-aktivnemu urniku. Ce
ponovno poskusimo spremeniti urnik na sliki 2.1 v aktivnega in tokrat najpre;j
premaknemo operacijo 3a pred 2b, nato 2a pred 4b in nazadnje 1c pred 3¢, dobimo

rezultat na sliki 2.4.

My [ 2a | 4ab | 1b | 3b |
My | 1a [3a] [4c|2b]

Ms | 4a | 2¢ | 1c | 3¢ |
cas | oo v e |

Slika 2.4: Primer drugega aktivnega urnika.

V tem primeru imata oba aktivna urnika enak izvrsni cas, ki znasa 21 enot,
kar pa je zgolj nakljucje. Ugotovili smo torej, da v sploSnem zaporedje operacij ne
doloca aktivnega urnika nedvoumno. Do danes ne poznamo postopka, s katerim
bi lahko dolocili, kateri aktivni urnik je boljsi od ostalih. Izvrsni ¢as ne pove vsega,

saj je velikokrat lazje pretvoriti urnik z vecjo vrednostjo le-tega v optimalnega.

Druga tezava pri uporabi aktivnih urnikov je, da majhna lokalna sprememba
zaporedja operacij lahko povzroci vecje Stevilo sprememb na razliécnih delih ur-
nika, kar postopek optimizacije tezko predvidi; lahko se zgodi, da te spremembe
kratkovidno zmanjsajo izvrsni cas urnika, s tem pa se ujamejo v lokalni minimum,
iz katerega je tezko pobegniti in nadaljevati optimizacijo k blizje-optimalnim
resitvam.

Tretja tezava aktivnih urnikov je potratnost casa, ki ga moramo pri vsaki lo-

kalni spremembi porabiti za doseganje aktivnosti. Aktivnost namre¢ ni potreben

pogoj za optimalnost urnika, saj se s pomocjo slike 2.4 ni tezko prepricati, da
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lahko na primer operacijo 4c izvedemo za operacijo 2b in njeno izvajanje Se doda-
tno zakasnimo za 8 ¢asovnih enot, pa bo rezutirajoci urnik se vedno potreboval 21
casovnih enot za izvrSevanje. Preverjati aktivnost te operacije je torej Cista iz-
guba casa. V optimalnem urniku je po aktivnem nacelu razvrscena samo majhna

mnozica tako imenovanih kriti¢nih operacij, ki jih bomo definirali v poglavju 3.6.

Zaradi opisanih slabosti vsi uc¢inkoviti postopki lokalnega iskanja ostajajo v

veCjem prostoru pol-aktivnih urnikov in pri aktivnosti ne vztrajajo.

2.3 Brez-cakalni urniki

Obstaja e manjsa mnozica tako imenovanih brez-cakalnih (ang. non-delay) ur-
nikov, ki so definirani kot aktivni urniki, pri katerih prost stroj vedno pri¢ne
izvajati operacijo takoj, ko je ena od njih na voljo (ko je dokoncana njena teh-

noloska predhodnica).

Urnik na sliki 2.4 torej ni brez-cakalni, saj stroj My v ¢asu med casovnima
enotama 6 in 7 ¢aka na izvrSevanje operacije 4c, medtem pa bi se 2b ze lahko

izvrsevala.

Brez-cakalnih urnikov je dosti manj kot aktivnih, vendar je ta mnozica za
izvajanje optimizacije manj privlacéna. Dokazano je (Pinedo 1995), da se v njej
optimalni urnik ne nahaja vedno. Poleg tega so zanjo znacilne razne anomalije,

kot so situacije, kjer vecanje zmogljivosti strojev poveca izvrsni ¢as urnika.

V nadaljevanju obravnavamo postopke optimizacije, ki delujejo nad mnozico
pol-aktivnih urnikov. Ko ne bo eksplicitno doloceno drugace, bomo za vsak urnik

smatrali, da spada v to mnozico.

2.4 Teorija kompleksnosti

Teorija kompleksnosti (Garey in Johnson 1979) je veda, v okviru katere se
razvijajo postopki za sistematicno ugotavljanje kompleksnosti matematiéno ali
racunalnisko opisanih problemov in algoritmov. Pojem kompleksnost algoritma

oznacuje ¢asovno in pomnilnisko zahtevnost (kar oznacujemo s skupnim poj-
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mom racunalniska moc), ki ju moramo zagotoviti, da lahko algoritem izvedemo
od zacetka do konca. Kompleksnost dolocenega problema oznacuje potrebno
racunalnisko moc¢ za izvedbo najmanj kompleksnega algoritma, s katerim lahko

problem resimo.

Potreba po teoriji kompleksnosti se je pojavila, ko je postalo oc¢itno, da so
nekateri problemi bistveno tezje resljivi od drugih. Na primer za vec¢ino omenjenih
problemov razvrs¢anja opravil na enem stroju (poglavje 1.3) poznamo algoritem,
katerega potrebna racunalniSka moc¢ ne naraSca hitreje kot nek polinom nizke
stopnje (ponavadi prve ali druge). Po drugi strani za problem & takega algoritma
ne poznamo; pri vsakem znanem postopku reSevanja narasca Stevilo potrebnih
korakov, ki jih moramo izvrsiti, hitreje od kateregakoli polinoma poljubne stopnje,
ko stevilo opravil raste preko vseh meja. Sklepamo, da je problem @ tezji od
problemov, katerih potrebna racunalniska mo¢ narasca polinomsko v odvisnosti

od velikosti instance.

Kompleksnost algoritmov oznacujemo s tako imenovano notacijo veliki O, s
¢imer zaobjamemo samo najhitreje rastoci del funkcije, ki opisuje kompleksnost
algoritma. Na primer kompleksnost algoritma, katerega Stevilo korakov izvajanja
naraséa v odvisnosti od §tevila opravil v instanci n kot 17n? + 34n + 32, ima
kvadratno kompleksnost O(n?). Da je zanemaritev nizjih ¢lenov in vodilnega
koeficienta upravicena, se lahko prepricamo s pomocjo naslednjega zgleda, ki ga

podaja Schneier (1996).

Predpostavimo, da imamo na voljo racunalnik, ki je zmozen izvrsiti milijon
racunalniskih operacij na sekundo. Z njegovo pomocjo moramo resiti problem,
katerega velikost instance n je milijon (na primer razporediti Zelimo milijon teh-
noloskih operacij, ki jih moramo izvrsiti na enem stroju). V tabeli 2.4 so podana
stevila korakov in casi izvajanja nekaterih algoritmov z razlicnimi kompleksno-
stimi.

Vidimo, da algoritmi, ki nimajo polinomske odvisnosti Stevila operacij od ve-
likosti instance, niso prakti¢ni za uporabo (razen nekaterih izjem; za problem ®
obstaja algoritem resevanja, ki je prakticen do okvirno 2000 operacij). Najveckrat

oznacujemo s pojmom ucinkovit (ang. tractable) tisti algoritem, katerega komple-
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kompleksnost Stevilo operacij Cas izvajanja
konstantna ~ O(1) 1 107%s
linearna O(n) 10° 1s
kvadratna O(n?) 10'2 11,6 dni
kubiéna O(n3) 108 32.000 let
eksponentna  O(2") 10301.030 10301006 5 starost vesolja

Tabela 2.4: Odvisnost casa izvajanja algoritmov od njihove kompleksnosti.

ksnost narasca polinomsko v odvisnosti od velikosti instance. To je bilo veckrat
kritizirano, saj pri vecjih stopnjah polinoma cas izvajanja ravno tako narasca ne-
sprejemljivo hitro. Kljub temu bomo omenjeni pojem v tem delu uporabljali na

ustaljeni nacin.

Ce bi bila velikost prostora resitev edino merilo za kompleksnost diskretnih
kombinatori¢nih optimizacijskih problemov, bi lahko reSevanje s problemom II;
7e v osnovi opustili. Stevilo pol-aktivnih urnikov, katerih kardinalnost prostora

™ mnara$ca celo hitreje od funkcije 2". V resnici kardi-

resitev ima odvisnost (n!)
nalnost prostora resitev doloc¢a samo zgornjo mejo kompleksnosti problema, saj
sama zase ne izkljuc¢uje obstoja postopka, s katerim lahko sestavimo ali poiscemo
optimalno resitev v polinomskem ¢asu (mnogo problemov razvrséanja operacij

na enem stroju ima kardinalnost prostora resitev n°!, vendar zanje poznamo

ucinkovite postopke resevanja).

Teorija kompleksnosti klasificira algoritme v razrede glede na njihovo kom-
pleksnost. Najpreprostejsi so algoritmi, katerih ¢asovna odvisnost od velikosti
instance je polinomska; ti algoritmi spadajo v razred polinomskih problemov, P
(ang. polynomial)'. Naslednji je razred nedeterministicnih polinomskih proble-
mov, NP (ang. non-deterministic polynomial), ki vsebuje tudi razred P. V njega
spadajo vsi problemi, katerih pravilnost dane resitve lahko preverimo v polinom-
skem casu?; to je, do resitve se ne moremo nujno dokopati v polinomskem ¢asu,
lahko le preverimo njeno pravilnost, ¢e smo jo na primer generirali nakljuéno (od
tu beseda nedeterministiéni v imenu razreda). Do danes ni dokazano niti, da
velja P = NP, niti, da je P C NP. Torej ni nemogoce, da obstajajo postopki, s

pomocjo katerih lahko resujemo NP probleme v polinomskem casu.

INatanénejsa definicija zahteva vpeljavo pojma Turingov stroj, kar presega okvir tega dela.
2Natanénejsa definicija zahteva vpeljavo nedeterministiénega Turingovega stroja.
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Posebno skupino NP problemov tvorijo NP-kompletni (ang. NP-complete)
problemi. Zanje je dokazano dvoje: (1) vsakega od njih je mozno s polinomskim
algoritmom reducirati na katerikoli drug problem v tej mnozici, (2) ¢e obstaja po-
linomski algoritem vsaj za enega od njih, obstaja tudi za vse ostale NP-kompletne

(in s tem vse NP) probleme.

Pomembnost teorije kompleksnosti za naso obravnavo je naslednja. Dokazano
je, da spada IIy problem v mnozico NP-kompletnih problemov (Lenstra in Rin-
nooy Kan 1979), ki jih je zelo veliko (samo v Garey in Johnson (1979) jih je
navedenih ve¢ kot 300). Vsakega od njih je skusalo resiti mnogo znanstvenikov,
vendar nikomur ni uspelo odkriti polinomskega algoritma za njihovo resevanje.
Ce bi to uspelo samo enemu avtorju samo za en problem, bi to avtomatiéno po-
menilo, da podobni algoritmi obstajajo za vse NP-kompletne probleme in s tem

tudi za IIj.

Zaklju¢imo, da se moramo odpovedati reSevanju IIy problema s postopki, ki
nam jamcijo optimalnost generiranih resitev (Balas in sod. 1995). Namesto tega
se je koristneje posvecati izboljsavam aproksimativnih postopkov, ki nam opti-
malnosti resitev sicer ne jamcijo, zmozni pa so generirati blizu-optimalne resitve v
sprejemljivem casu. To je za proizvodne obrate kljuénega pomena, saj ne morejo
cakati vecC desetletij ali zivljenskih dob galaksije na optimalen urnik, ce lahko v
nekaj urah dobijo blizu-optimalnega, ki je od optimalnega slabsi samo za nekaj

procentov.

Izsledki teorije kompleksnosti so tako radikalno spremenili pogled na racu-
nalnistvo, da se obdobje pred njenim nastankom vcasih oznacuje kot BC (before
complexity — pred kompleksnostijo) (Parker 1995), poznejse obdobje pa kot AD

(advanced difficulty — napredna ali ekstremna tezavnost) (Jain in Meeran 1999).
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3. Neusmerjeni vozliséno-utezeni graf

Za potrebe matematicne analize ter za opisovanje algoritmov se II; instance
najpogosteje prikazujejo s pomocjo neusmerjenega wvozliséno-uteZenega grafa
(ang. disjunctive node-weighted graph) G' = {N, AU E}, ki sta ga predlagala
Roy in Sussmann (1964). Oznake N, A in € pomenijo mnozico vozlis¢ (ang. no-
des), mnozico usmerjenih povezav (ang. conjunctive arcs) in mnozico neusmerje-
nih povezav (ang. disjunctive arcs). Vsaka operacija w; ; je predstavljena s svojim
vozliscem, katerega utez' je enaka casu izvajanja operacije p; ;. Poleg vozlis¢ za
vse operacije v instanci vsebuje mnozica N dve dodatni vozlisci za fiktivni opera-
ciji 1zvor ©@ in ponor ®, katerih utez je enaka ni¢. Operaciji predstavljata zacetek
in konec izvajanja urnika. Ker ju zelimo obravnavati enako kot resni¢ne operacije,
jima priredimo indeksa 0 in 1 + 1, torej wy = © in wy,,, 11 = ® (resniénim ope-
racijam smo priredili indekse v poglavju 1.1). Z mnozicama A in €& modeliramo

tehnoloske omejitve med operacijami ter zmogljivostne omejitve strojev.

3.1 Modeliranje tehnoloskih omejitev med operacijami

Neposredna tehnoloska predhodnica (ang. immediate technological predecessor)
operacije w;; je Py(w;;) = w;j_1, v primeru, da operacija ni prva v opra-
vilu (j > 1); za prve operacije vseh opravil velja Py(w;;) = @; i = 1,...,n.
Podobno definiramo neposredno tehnolosko naslednico (ang. immediate techno-
logical successor) operacije w;; kot Sy(w;;) = w41, v primeru, da opera-
cija ni zadnja v opravilu (j < n(z)), za zadnje operacije vseh opravil ve-

ljia Sy(winw) =®; i=1,...,n.

Za vsako resnitno operacijo w;; vsebuje mnozica A usmerjeno povezavo
A . A <. L. .
Py(w; j) — w;; (simbol — oznacuje povezavo v mnozici A). Nadalje se v
: ... C A . :
tej mnozici nahajajo Se povezave w;,; — ® za vse ¢ = 1,...,n. Usmerjena

povezava od poljubne operacije w, do operacije wy, (a # b;1 < a,b < ny) po-

Veekrat zasledimo rahlo spremenjeno verzijo grafa, kjer so utezene povezave in ne vozlisca,
kar pa semantike v nicemer ne spremeni.
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meni, da se mora w, v celoti izvesti, preden lahko pri¢nemo z izvajanjem wy. Ce
sta w, in wj, poljubni operaciji, med katerima obstaja usmerjena pot (ang. direc-
ted path), formirana iz povezav v mnozici A, potem je wy tehnoloska naslednica
(ang. technological successor) operacije wg, kar je potreben in zadosten pogoj, da
je wg, tehnoloska predhodnica (ang. technological predecessor) operacije wy. Vecina
operacij ima vec¢ tehnoloskih predhodnic in naslednic, a vsaka samo po eno ne-
posredno. Mmnozico vseh tehnoloskih predhodnic in mnozico vseh tehnoloskih
naslednic operacije w, oznacimo s Pj(w,) in Sy(w,). Graf, ki je enak G, le da
vsebuje samo povezave v mnozici A, oznacimo z G, = {N, A}. Za primer vzoréne

instance je le-ta prikazan na sliki 3.1.

®
®
®

©)
®)
®
\/
(®

®)
©
®)

®
®

Slika 3.1: Prikaz grafa G/;, ki ustreza vzorc¢ni instanci.

Kot primer gornjih definicij si oglejmo operacijo 2c. Njena neposredna teh-
noloska predhodnica Pj(2c¢) je operacija 2b, ostali tehnoloski predhodnici sta se
operaciji 2a in ®, zato je mnozica P;j(2c) = {®, 2a, 2b}. Neposredna in tudi edina
tehnoloska naslednica 2c¢ je fiktivna operacija ®, zato veljata zvezi Sj(2¢) = ®
in S;5(2¢) = {®}. Podobno ugotovimo, da sta neposredna tehnoloska predho-
dnica in neposredna tehnoloska naslednica operacije 4b operaciji 4a in 4c. Velja

tudi P;(4b) = {©,4a} in Sy(4b) = {4c, ®}.

Izvor @ predstavlja zacetek urnika, saj je le-to neposredni tehnoloski predho-
dnih vseh prvih operacij v opravilih. Z njim je dolo¢ena zacetna tocka ¢asovnega
intervala, v katerem se urnik izvaja. Povsem analogno je ponor ® neposredni teh-

noloski naslednik vseh zadnjih operacij v opravilih, zato se lahko izvrsi Sele potem,
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ko so vse ostale operacije opravljene. Na ta nacin je z njegovim zacetnim casom
dolocena koncna tocka casovnega intervala, v katerem je urnik v celoti opravljen.
7 usmerjenimi povezavami smo na kompakten in nazoren nacin predstavili vse

tehnoloske omejitve, ki jih obravnavani II; model vsebuje.

3.2 Modeliranje zmogljivostnih omejitev strojev

Zmogljivostne omejitve strojev podajamo s pomocjo povezav v mnozici £. Med
operacijama w, in wy, ki se morata izvesti na istem stroju, vpeljemo neusmerjeno
POVeZavo W, — Wy (simbol <2 oznacuje neusmerjeno povezavo v mnozici & ).
Rezultirajoci graf G = {N, £}, ki je enak grafu G’ brez povezav v mnozici A, je

prikazan na sliki 3.2.

Slika 3.2: Prikaz grafa G. za primer vzor¢ne instance.

Povezave v mnozici £ niso usmerjene, ker ob specifikaciji instance ni dolo¢eno,
v kaksnem zaporedju morajo stroji izvajati operacije. To je znano Sele ob doloc¢itvi
urnika; definirati urnik pomeni izbrati smer vsake od neusmerjenih povezav na
tak nacin, da je rezultirajoci graf G = {N, AUE} (ne samo Ge = {N, E}), dobljen
iz grafa G', aciklicen (ang. acyclic) (Mattfeld 1996). Aciklicnost? pomeni, da od
nobenega vozlis¢a ni mogoce priti nazaj do istega vozlis¢a po nobeni usmerjeni
poti. Ce je to izpolnjeno, pravimo grafu G kompletna izbira (ang. complete selec-

. . . £ . £ _ .
tion). Prisotnost usmerjene povezave w, — wj, (simbol — oznacuje usmerjeno

2Terminologija v tuji literaturi ni enotna. V Christofides (1975) zasledimo za obravnavani
pojem cikel izraz circuit, Mattfeld (1996) pa uporablja termin cycle.
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povezavo v mnozici £) doloca, da se operacija w, izvede (kadarkoli) pred ope-
racijo wy, zato je operacija wy naslednica operacije w, na stroju (ang. machine
successor), kar implicira, da je w, predhodnica operacije wy, na stroju (ang. ma-
chine predecessor). Za urnik, ki smo ga podali v tabeli 2.1, je graf G prikazan na

sliki 3.3.

Slika 3.3: Kompletna izbira G.

Za primer si poglejmo dogajanje na stroju My, kjer je po urniku dolo¢eno
naslednje zaporedje izvajanja operacij: la, 2b, 4c in nazadnje 3a. S pomocjo
slike 3.3 ugotovimo naslednje. Operacija la se mora izvesti prva zaradi priso-
tnosti povezav la £, 2b, la %, 4e ter la %> 3a. Podobno se mora 2b izvesti
pred 4c in 3a zaradi povezav 2b £, 4cin 20 -5 3a. Operacija 4c je dolocena
za izvajanje pred operacijo 3a zaradi 4c £, 3a. Zaporedje izvajanja je tako po-
polnoma doloceno, saj kakrsnakoli sprememba le-tega krsi vsaj eno od omenjenih

usmeritev. Podobno analizo lahko izvedemo na ostalih strojih.

Kompletna izbira grafa G ima naslednji pomembni lastnosti: (1) od katerega-
koli vozlisca je po usmerjenih povezavah mozno prispeti do konénega vozlisca ®,
(2) v nobeno vozlisce se po nobeni poti ni mozno vrniti, kar je izpolnjeno z ze
omenjeno zahtevo, da urnik ne sme vsebovati ciklov. Obe lastnosti skupaj zago-
tavljata izvedljivost urnika. Ce prva lastnost ne bi bila izpolnjena, vozlisée ® ne
bi bilo tehnoloski naslednik vseh operacij in bi se lahko pricelo izvajati preden bi
bile do konca izvedene ostale operacije, s ¢imer bi dobili napacno oceno ¢asovnega

intervala, ki je potreben za izvedbo urnika. Neizpolnjevanje druge lastnosti bi po-
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menilo, da je neko vozlisée predhodnik (in naslednik) samega sebe, zato se ne bi
moglo izvesti, dokler ni samo ze predhodno izvedeno, kar pomeni veéno blokado
izvajanja. Prva lastnost je avtomati¢no izpolnjena zaradi prisotnosti povezav v
mnozici A, zato ji ni potrebno posvecati posebne pozornosti. Nasprotno pa je
drugo lastnost v splosnem tezko vedno izpolniti, zato moramo biti pri snovanju

algoritmov optimizacije previdni, da cikli v grafu G ne nastanejo.

Vrnimo se k neizvedljivemu urniku, ki smo ga podali v tabeli 2.3 in prikazali

na sliki 2.2. Graf, ki temu urniku pripada, je prikazan na sliki 3.4.

la ~(1b ~(1c
(9 ) 9

Slika 3.4: Kompletna izbira, ki pripada neizvedljivemu urniku.

S pozornim opazovanjem slike ugotovimo, da v grafu obstaja 4-vozliséni cikel
3 %5 20 2 20 55 30 A 3.V splosnem velja, da so vsa vozlisca, ki
sestavljajo katerikoli cikel v grafu G, predhodniki in nasledniki samih sebe, zato
je njihovo izvajanje vecno blokirano. Poudarimo naj, da moramo pri analizi
ciklicnosti upostevati celoten graf G, saj sta v nasem primeru grafa G’y in G¢ vsak

zase aciklicna.

3.3 Redukcija neusmerjenih povezav

Vrnimo se k izvedljivemu urniku. Ob pogledu na sliko 3.3 hitro opazimo, da je ve-
lik del povezav v mnozici £ odvecnih. V primeru, da obstajata povezavi w, £, Wy
ter wy £, W, je povezava w, LN w,, ki prav tako obstaja, nepotrebna, saj jo
lahko izpeljemo. V racunalniskih algoritmih grafa G zato navadno ne implementi-

ramo na opisani na¢in, ampak uporabljamo mnozico &.q, ki je maksimalna mozna
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redukcija mnozice &, kjer je Se ohranjena lastnost, da je graf Ge = {N,E} tranzi-
tivno zaprtje (ang. transitive closure) grafa Gereq = {N, Erea} (Christofides 1975).
Graf Greq = {N, AU Eea} je prikazan na sliki 3.5.
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Slika 3.5: Reducirana kompletna izbira Geq.

Graf Gieq je (Ze na pogled) bolj pregleden od grafa G, oba pa vsebujeta iste
informacije, ¢eprav so sedaj nekatere relacije med operacijami zapisane posredno.
Na primer da se operacija 2b izvede za operacijo la je neposredno razvidno iz
obeh grafov. Zaporedje operacij la in 3a v primeru grafa G,.q postane ocitno
Sele, ko prepotujemo pot la — 2b — 4¢ — 3a, medtem ko v grafu G obstaja med

operacijama direktna povezava.

Poglejmo si Se sliko 3.6, kjer je prikazan graf G,.q, ki pripada neizvedljivemu

urniku na sliki 3.4.
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Slika 3.6: Reducirana kompletna izbira, ki pripada neizvedljivemu urniku.
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V njem obstaja 5-vozlis¢ni cikel 3b 90 & 2 5 de 5 30 4 3.
Prvotnega 4-vozlisénega cikla ni vec¢, saj med operacijama 2b in 3a ni ve¢ direk-
tne povezave. Ob ponovnem ogledu slike 3.4 ugotovimo, da isti 5-vozliséni cikel
obstaja tudi v nereduciranem grafu. Zaklju¢imo, da reducirana kompletna iz-
bira Geq ohrani lastnost cikli¢nosti/acikliénosti kompletne izbire G, ni pa nujno,

da vsebuje vse cikle, ki so bili prvotno prisotni.

Zopet se vrnimo na obravnavo izvedljivih urnikov. Vidimo, da se kljub reduk-
ciji povezav predstavitev urnikov s pomocjo grafa G..q po dojemljivosti Se zdale¢
ne more primerjati z Gantt diagramom, zato bomo v nadaljevanju grafe upora-
bljali pri teoreticnih Studijah in razlagah algoritmov, Gantt diagram pa nam bo

Se naprej sluzil za vizualno predstavitev urnikov.

Dolo¢imo, koliko povezav vsebujeta obravnavani mnozici v primeru pravo-
kotne instance dimenzij n x m (v splosnejSem primeru $tevilo povezav ni od-
visno samo od dimenzionalnosti instance). Na vsakem stroju se izvaja n ope-
racij, torej je med njimi (n(n — 1))/2 povezav. Vseh strojev je m, iz Cesar
sledi |€] = (mn(n — 1))/2. Za mnozico &.q izpeljemo formulo takole. Hamil-
tonove poti podgrafov £.q;, ki imajo n vozlis¢, vsebujejo n — 1 povezav. Takih

podgrafov je natanko m, zato je |Eea| = m(n — 1).

Za primer instance 10 x 10 so velikosti naslednje: |E] = 450 in |Eeq| = 90.
Pri instanci 20 x 20 pa izracunamo |£| = 3800 in |Eeq| = 380. Vidimo, da
je prihranek z uporabo mnozice &.q namesto £ lahko velik, tako pomnilnisko
kot tudi ¢asovno, saj se med potekom optimizacije urnik spreminja, kar pomeni
nenehno popravljanje orientacij povezav v eni od obeh mnozic. Kljub temu je
uporaba mnozice £ primernejsa za teoreticno obravnavo algoritmov, ker z njeno
uporabo urnik popravljamo samo s spreminjanjem orientacij povezav. V primeru
mnozice E.q je potrebno povezave tudi dodajati in odvzemati, kar dogajanje

zamegli.
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3.4 Dolocitev urnika s pomocjo reduciranih povezav

Definirajmo Se, kaj pomeni doloc¢iti urnik s pomocjo mnozice .9 C €. V ta
namen razdelimo mnoZico vozlis¢ N' na m + 1 podmnozic Ny, ..., N,,, kjer po-
samezne podmnozice N;, ¢ = 1,...,m, vsebujejo operacije, ki se izvajajo na
stroju ¢, mnozica Ny pa vsebuje vozliséi ® in & (velja | Jg' N; = N in V; NN = 0;
i # 7; 0 <14, < m). Podobno storimo z mnozico £, ki jo razdelimo na pod-
mnozice &, . . ., €y, kjer posamezna podmnozica &; vsebuje povezave med operaci-
jamina strojui (velja | J" & = EnENE; = 0; i # j; 1 <i,j < m). Povsem ana-
logno delitev izvedimo tudi nad mnozico &,.q, kjer dobimo mnozice Eeq1, - - - Eredm

(U;n gredi = greda gredi N gredj = 07 { 7& ja 1< Z;] < m)

Da bi mnozica &,q definirala izvedljiv in nedvoumen urnik, rezultirajoci
graf G..q ne sme vsebovati nobenega cikla, poleg tega mora vsaka podmnozi-
ca Eqi vsebovati povezave, ki tvorijo Hamiltonovo pot (ang. Hamiltonian path)
grafa Ge; = {N;, &} (Mattfeld 1996, Christofides 1975). Opozarjamo na nepoe-
notenost literature pri definiciji pojma Hamiltonova pot. V Christofides (1975)
je le-ta definirana kot pot, ki obhodi vsa vozlis¢a grafa natanko enkrat in se nato
vrne v izhodiséno vozlisce. Mattfeldova razli¢ica pa povezave za vrnitev v iz-
hodiséno vozlisce ne vsebuje. V naSem primeru je uporabna slednja definicija,
saj bi drugace vsak graf G¢; vseboval cikel in bi bila vsa vozlis¢a nasledniki samih

sebe. Hamiltonove izbire vseh podgrafov Gg; so prikazane na sliki 3.7.
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Slika 3.7: Prikaz Hamiltonovih poti podgrafov Ge1, Geo in Ge3 od leve proti desni.

Povezava med urnikom in Hamiltonovimi potmi je zelo enostavna. Pot poteka
po operacijah v zaporedju, ki ga definira urnik. Kot primer si poglejmo izvajanje

operacij na stroju Ms, ki se morajo po urniku v tabeli 2.1 izvesti v zaporedju 4a,
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2¢, 3c ter nazadnje lc. Na desnem grafu slike 3.7 opazimo natanko tak potek
Hamiltonove poti. Za ilustracijo si na sliki 3.8 oglejmo Se prikaz celotnih podgra-

fov Ge;.
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@

Slika 3.8: Celotni podgrafi Geq, Geo in Gez od leve proti desni.

S pomocjo reducirane mnozice neusmerjenih povezav vpeljimo naslednja
pojma. Ce obstaja povezava w, brea, wp, je operacija w, neposredna pred-
hodnica operacija w, na stroju (ang. immediate machine predecessor), kar
ozna¢imo w, = Py(wy). Relacija implicira, da je wy, neposredna naslednica
operacije w, na stroju (ang. immediate machine successor), kar oznacimo

= Su(wg). Definirajmo Se naslednji relaciji. Za vse prve operacije na stro-
jih w; (Jw;| =m in w; LN w, V M(w,) = M(w;); z#14; 2=1,...,ny) velja
Py(w;) = ®. Simetriéno velja za vse zadnje operacije na strojih w; (|w;| = m in
w, = w; ¥V M(w,) = M(w;); z# j; 2 =1,..., 1), da je Su(w;) = ®. S tem
zagotovimo, da imajo vse nefiktivne operacije definirani obe neposredni predho-
dnici in naslednici, kar poenostavi diskusijo in zasnovo algoritmov. Podobno kot
pri relacijah znotraj opravil velja, da imajo operacije v splosnem ve¢ predhodnic

in naslednic na strojih, a samo eno neposredno. Mnozico vseh predhodnic in

mnozico vseh naslednic operacije w, na strojih oznac¢imo s Py(w,) in Sy(w,)-

Za zgled pravkar vpeljanih definicij si poglejmo operacijo 2a na stroju M,
(sliki 3.7 in 3.8). Njena neposredna predhodnica na stroju Py(2a) je opera-
cija 4b, vse njene predhodnice na stroju pa so Py(2a) = {©,4b}. Neposredna
naslednica 2a na stroju Sy(2a) je 1b. Mnozica vseh naslednic 2a na stroju je

Si(2a) = {1b,3b, ®}.
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Operacija w;, je naslednica (ang. successor) operacije w,, e obstaja usmer-
jena pot v grafu G ali Gq od w, do wp. V tem primeru je w, predhodnica
(ang. predecessor) operacije wy. Mnozico vseh predhodnic in mnozico vseh nasle-

dnic operacije w, ozna¢imo s P(w,) in S(wy,).

S pomocjo neusmerjenega grafa (sliki 3.3 in 3.5) se lahko prepricamo v na-
slednje. Operacija 1lc je naslednik operacije 4b, ker v grafu G obstaja pot
4b 55 20 25 20 25 2¢ 55 3¢ 5 le; s tem je 4b predhodnik operacije 1c. Pri
operacijah la in 4D nobena od teh relacij ne drzi, ker ne obstaja pot niti od la

do 4b, niti od 4b do 1a.

3.5 Tranzitivnost predhodnosti in naslednosti

Oglejmo si sliko 3.9, kjer so prikazane vse nefiktivne predhodnice in naslednice

operacije 20.

HH\ /@

\

/ (9—(G9—E)—G9—09

’ predhodnice ‘ ’ naslednice ‘

Slika 3.9: Prikaz vseh predhodnic in naslednic operacije 2b.

7 njeno pomocjo lahko opazujemo pomembno dejstvo: Ce je neka operacija wy
naslednica operacije w,, so vse naslednice w, tudi naslednice w,. Operacija 4c je
naslednica 2b, ker obstaja med njima povezava v mnozici £. Nadalje, operacija 3a
je naslednica operacije 4c iz istega razloga. Posledica je, da obstaja v grafu pot
med 2b in 3a, kar po definiciji pomeni, da je 3a naslednica 2b. Podoben sklep

lahko izvedemo za vse naslednice 2b.

Obstaja tudi simetri¢na zveza: ¢e je neka operacija w, predhodnica opera-

cije wy, so vse predhodnice operacije w, tudi predhodnice w,. Podobno kot zgoraj



3.6 Glave, repi in kriticna pot 33

lahko ugotovimo, da je operacija 2a predhodnica 2b, ker med njima obstaja po-
vezava v mnozici A. Nadalje je 4b predhodnica 2a zaradi povezave v mnozici £.
Posledica tega je, da med operacijama 4b in 2b obstaja usmerjena pot, zato je 4b

predhodnica 2b.

3.6 Glave, repi in kriti¢na pot

S pomocjo mnozice £ (ali £eq) povsem definiramo urnik, po katerem se operacije
izvrsujejo. To pomeni, da je za vsako operacijo dolocen ¢asovni interval, v katerem
se le-ta izvaja. Ker nismo Se nicesar povedali o povezavi med grafom G (ali G,eq)

in ¢asovnim prostorom urnika, bomo to storili sedaj.

Dolzina najdaljse utezene poti v G (ali Gyeq) 0d ® do katerekoli operacije w;
se imenuje glava (ang. head) operacije h(w;) in je enaka najmanjSemu ¢asu, ob
katerem se w; lahko pri¢ne izvajati. Simetricno definiramo rep (ang. tail) ope-
racije q(w;) kot dolzino najdaljSe utezene poti od w; do ®; njegova vrednost
predstavlja spodnjo mejo ¢asovnega intervala, ki je potreben, da se urnik izvede
v celoti, ko se je operacija w; ze izvrsila. V pomoc k razlagi si oglejmo sliko 3.10,
kjer je ponovno prikazan Gantt diagram vzorcnega urnika (pomen odebeljenih

operacij bomo razlozili kasneje).

My | 4ab | 2a | 1b | 3b |

Slika 3.10: Ponoven prikaz urnika vzorcne IIj instance.

S slik 3.10 in 3.5 je razvidno, da je glava operacije la enaka ni¢ (edina
vplivna pot v grafu je © A, la, katere dolzina je 0), zato se la lahko pri¢ne
izvajati ob ¢asu 0. Podobno lahko ugotovimo za 4a. Pri operaciji 4b ugotovi-

tev ne velja, saj do nje pridemo po poti ® A 4o 2 4b, ki ima dolzino 3
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casovne enote, kolikor traja izvajanje operacije 4a (tabela 1.1). Najdaljsa pot
je torej dolga 3 enote, in kot vidimo na sliki 3.10 je to zacCetni Cas izvajanja te
operacije. Podobno lahko ugotovimo za operacijo 2b, da je njena glava enaka
Pio + Py + Pra = 3+ 443 =10 = h(2b), ker je ® —2 da 2 4b 55 20 25 2
najdaljsa pot med © in 2b.

Pomen repov operacij si lahko ogledamo na sliki 3.11, kjer je prikazan tako

imenovani desno poravnani urnik: izvajanje vsake operacije je v njem zakasnjeno

kolikor je Se mogoce, ne da bi se pri tem povecal celotni cas izvajanja.

M,y | 4ab | 2a | 1b | 3b |

Ma | 1a | [2b]4c]3a]

Ms L2 [ 3] 1c |

cas | oo | T T T T T O O R T O I
0 5 10 15 20 25

Slika 3.11: Desno poravnani urnik vzoréne Il instance.

Rep operacije 1c¢ na stroju M3 je enak 0, ker ima edina vplivna pot lc A, ®
dolzino 0, zato se ta operacija konca v desno poravnanem urniku ob c¢asu
Chax — q(1c) = 27 — 0 = 27. Podobno ugotovimo za operacijo la, da je njen rep
enak pip 4+ psp + P3c +pie =7+ 4+ 3+ 3 =17, ker je najdaljsa pot med la in ®
enaka la 2 16 -5 30 25 3¢ &5 10 2 ®. Zato se la v desno poravnanem ur-
niku konca ob casu Ciax — ¢(1la) = 27 — 17 = 10. Konéni in zacetni Cas izvajanja
operacije w; v desno poravnanem urniku bomo oznacili z é,, = Cpax — q(w;) in

tw;, = €w; — Pw,- Tako lahko za operacijo la zapisemo t1, = 6 in &1, = 10.

k3

Pomen repov je torej (med drugim) v tem, da z njihovo pomocjo ugotovimo,
koliko lahko dolo¢eno operacijo zakasnimo. Podatek je bistven za uspesno izvedbo
lokalnega iskanja, kjer gre za odlo¢anje o tem, katero operacijo bomo zakasnili, s
¢imer dobimo moznost izvrsiti drugo operacijo, ki je bolj klju¢na, ob zgodnejsem

casu.

Operacija w, je sosednja (ang. adjacent) operaciji w,, ¢e se obe izvajata na

istem stroju in velja relacija e, = t. S slike 3.10 je razvidno, kateri pari operacij
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so si sosednji. Na stroju Mj so to (4b,2a), (2a,1b) in (1b,3b), na stroju My
(2b,4c¢) in (4c,3a) ter na stroju Mjs (3¢, 1c). Operaciji la in 2b nista sosednji,
Ceprav se izvajata na istem stroju in si po zaporedju izvajanja sledita, saj se 20

ne pricne z izvajanjem ob istem ¢asu, kot se la konca.

Ob pogledu na sliki 3.10 in 3.11 opazimo, da se operacije, ki so prikazane
odebeljeno (4a, 4b, 2a, 1b, 3b, 3¢ in lc), v desno poravnanem urniku niso
premaknile. Ce za ncko operacijo we ta ugotovitev drzi, potem zanjo velja
zveza h(we) + pue + @(we) = Chax. Tem operacijam pravimo kritiéne opera-
cije (ang. critical operations). Najdaljsa utezena pot med izvorom in ponorom
se imenuje kriticna pot (ang. critical path) C(G) grafa G. Njena dolzina je enaka
izvrsnemu c¢asu urnika. Kritiénih poti je lahko v grafu ve¢, za vsako od njih pa
velja, da poteka samo skozi kriti¢ne operacije. Ce zelimo zmanjsati izvrsni ¢as
urnika, moramo zaporedje izvajanja operacij po strojih spremeniti na tak nacin,

da se dolzina vseh kritiénih poti zmanjsa.

Pri uporabi iterativnih optimizacijskih postopkov za resevanje II; problema
se v primeru, da je kriticnih poti v grafu ve¢, ponavadi osredoto¢imo samo na
eno le-teh. Razlog je v tem, da urnik izboljsujemo po korakih. Tako najprej
zmanjsamo prvo (v kakrsnemkoli smislu) kriticno pot, nato se lotimo naslednje
in tako naprej, dokler nam to uspeva. Izbrano kriticno pot razdelimo na zapo-
redje r kritiénih blokov (ang. critical blocks), By, ..., B,, kjer vsak blok vsebuje
maksimalno zaporedje sosednjih kriticnih operacij. Fiktivnih operacij © in ® se
ne uvrica v bloke in véasih tudi ne obravnava kot dela kriti¢ne poti. Oznaka BF
pomeni k-to kritiéno operacijo i-tega bloka (1 <i <r; 1 < k <|B;|). Za kriti¢no
pot in kriticne bloke veljajo naslednje zveze: B; N B; =0 (i # j;1 < i,j <),
Uiei Bi = C(9) in 320, |Bi] = |C(9)].

Po pravkar vpeljanih definicijah vsebuje graf urnika s slike 3.10 kriticno pot
(® i>) da 25 4b -5 20 -5 10 -5 30 4 3¢ 55 1 (i> ®), ki jo razdelimo
na r = 3 kritiénih blokov: By = {4a}, By = {4b,2a,1b,3b} in B3 = {3c, 1c}. Za

zgled zapisimo tudi zvezi By = 1b in B3 = 3c.

Ce si ponovno pogledamo primer urnika na sliki 3.10, opazimo, da zadnja

operacija bloka vedno pripada istemu opravilu kot prva operacija naslednjega
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bloka (izjema je seveda zadnja operacija zadnjega bloka). Formalneje zapisemo
ugotovitev takole: B/ 2, B}, ali tudi Sy(BPly = B, (1<i<(r—1)).
Kot bomo videli v nadaljevanju, je ta lastnost izredno pomembna, saj se zaradi
nje operacije posameznih blokov medsebojno ne prehitevajo: ce zelimo skrajsati

izvrsni cas urnika, moramo spremeniti vsaj en kriti¢ni blok na vsaki kriti¢ni poti,

prisotni v grafu G.
3.7 Izvajanje premikov na urniku

Razliéni urniki, ki pripadajo isti instanci problema, se razlikujejo samo po usme-
ritvah povezav v mnozici £, katerim pripadajo razlicna zaporedja izvajanja ope-
racij po strojih. Cilj optimizacije je doseci tako kombinacijo usmeritev, da bo
rezultirajoci urnik imel ¢im krajso kriticno pot in s tem ustrezno majhen izvrsni
¢as Chax- Ko izvajamo optimizacijo iterativno (kot pri postopku, ki ga v tem delu
obravnavamo), moramo imeti na voljo mehanizem, s katerim na urniku izvajamo
potrebne spremembe oziroma premike operacij po strojih. Ta mehanizem sedaj

natanc¢no definirajmo.

3.7.1 Formalna definicija premikov

V nasem primeru locujemo dva razlicna tipa premikov na urniku, to sta premik
v desno in premik v levo. Za njuni formalni definiciji moramo vpeljati naslednje

pojme.

Naj O; oznacuje zaporedje izvajanja operacij na stroju M;, 1 < 7 < m.
Nadalje, u in v sta dve poljubni operaciji, ki se obe izvajata na stroju M;, torej
veljau € O; in v € O;; zaradi enostavnejse definicije zahtevamo, da je operacija u
predhodnica operacije v na stroju, iz Cesar sledi, da se operacija v nahaja v
zaporedju O; pred operacijo v. Notacija O(u,v) oznacuje del zaporedja O; od
operacije u do operacije v. Opravili, katerima operaciji pripadata, oznacimo s J,
in J,; ker smo se pri definiciji problema omejili na instance, pri katerih se izvaja

najvec ena operacija vsakega opravila na posameznem stroju, velja zveza J, # J,.
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Premik v desno, ki ga oznacimo s @Qp(u,v), spremeni vrstni red izvajanja
operacij na stroju M; tako, da se po izvedbi premika operacija u nahaja nepo-
sredno za operacijo v v zaporedju izvajanja operacij O;. S tem postane veljavna
zveza Sy(v) = w. Vmnozici € se premik Qp(u, v) odraza tako, da spremeni usme-
ritev povezav, ki potekajo od operacije u do vseh operacij v mnozici O(u,v)\{u}.

Pri premiku v desno pravimo, da je u premikajoca operacija, v pa ciljna operacija.

Premik v levo, ki ga ozna¢imo s Qr,(u, v), spremeni vrstni red izvajanja operacij
na stroju M; tako, da se po izvedbi premika nahaja operacija v neposredno
pred operacijo u v zaporedju izvajanja operacij O;. S tem postane veljavna
zveza Py(u) = v. V mnozici € se premik Qr,(u, v) odraza tako, da spremeni usme-
ritev vseh povezav, ki potekajo od operacij v mnozici O(u,v)\{v} do operacije v.

Pri premiku v levo pravimo, da je v premikajoca operacija, u pa ciljna operacija.

Kadar se operacija v nahaja v zaporedju O; neposredno pred operacijo v,
ucinkuje premik @Qp(u,v) enako kot premik Qr(u,v). V takih primerih je smer
premika nepomembna, zato takemu premiku pravimo zamenjava in ga oznacimo

s Q(u,v). Uporabljanje oznake brez smeri ni striktno ali obvezujoce.

3.7.2 Teoreticna izhodis¢a za izvajanje ucinkovitih premikov

V poglavju 2.1 smo ugotovili, da je razlicnih urnikov neobvladljivo veliko, zaradi
Cesar je skrajno nesmotrno iskati reSitev problema z iz¢rpnim pregledovanjem
celotnega prostora reSitev. Tudi nakljuéno generiranje urnikov je obsojeno na
neuspeh, ker je verjetnost, da bomo naleteli na dobro resitev, premajhna. Boljse
moznosti za uspeh imamo, ¢e nad mnozico £ izvajamo take spremembe, ki z
veliko verjetnostjo vodijo k manjsanju izvrSnega casa. Na tem mestu si bomo
pogledali nekatera teoreticna izhodisca za izvajanje smotrnih premikov na urniku,
brez katerih je prakti¢no nemogoce zasnovati uspesen postopek optimizacije II;

problema.

Prvi pomembni ugotovitvi, ki ju bomo opisali, je pred vec¢ kot tridesetimi leti
odkril Balas (1969). Vsaj prva od njiju je od takrat naprej vgrajena v vse uspesne

postopke 11 optimizacije. Ugotovitvi sta naslednji.
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Teorem 1. Imamo izvedljiv urnik G(1) z izvrsnim ¢asom Cpax(1). V primeru da
v pripadajoci mnoZict £ spremenimo usmeritve poljubni podmnoZici povezav, od
katerih nobena ne pripada nobeni kriticni poti v G(1), bo rezultirajoéi urnik G(2)
(¢e bo e vedno izvedljiv) imel izvrsni ¢as Chmax(2) vecji ali kvecjemu enak od

prvotnega izvrsnega ¢asa: Cpax(2) > Chax(1).

Ugotovitve ni tezko dokazati. Od kriticnih poti v grafu je neposredno odvisen
izvrsni cas urnika. Kadar graf spreminjamo na opisani na¢in, ne spremenimo
nobene od kriticnih poti. Lahko se zgodi, da postane neka druga pot v grafu
daljsa, od dosedanjih kriticnih poti, s ¢imer sama postane kriticna. Prvotna
kriticna pot je v novem grafu zanesljivo prisotna Se naprej, neodvisno od tega,

ali je v njem Se vedno kriticna ali ne. O]

Teorem 2. Imamo izvedljiv urnik G(1). Ko v mnoZici € spremenimo usmeritev
povezave med sosednjima operacijama BY in BY™ v kateremkoli kriticnem bloku,

je tudi rezultirajoci urnik G(2) zanesljivo izvedljiv.

Trditev velja samo, Ce so izvrsni casi vseh operacij vec¢ji od 0. To pri realnih
problemih vedno velja, saj nobenega opravila ne moremo izvrsiti neskon¢no hi-
tro. Za dokaz predpostavimo, da je zamenjava vrstnega reda operacij BY in BY*!
povzrocila neizvedljiv urnik in s tem cikel v grafu G(2). Pred zamenjavo vr-
stnega reda je v grafu G(1) obstajala povezava BY £, BY*l po zamenjavi pa
graf G(2) vsebuje povezavo Byt N BY. Ker predpostavljamo, da je graf G(2)
ciklicen, je morala v G(1) obstajati Se ena povezava od operacije BY do BY*!,
kar je mozno edino preko tehnoloske naslednice prve operacije Sj(BY) in teh-
nologke predhodnice druge operacije Pj(BY"!), saj od vsake operacije vodita
najvec dve poti: preko tehnoloske naslednice ali preko naslednice na stroju. Na-
dalje, ce obstaja v grafu G(1) pot od S;(BY) do Py(BY™), bi krititna pot zane-
sljivo potekala tudi preko njiju, saj je odsek poti BY £, BYT! zanesljivo krajsi
od BY -2 S3(BY) = -« 1 Py(BY+Y) =4 BY+L. Zaradi tega je nemogoce, da
bi operaciji BY in BY*! pripadali istemu kriticnemu bloku, oziroma da bi bili na
kriti¢ni poti sosednji. To pomeni, da smo zasli v protislovje, s ¢imer je trditev

dokazana. O
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Teorem 1 govori o tem, na kakSen nacin izvrSnega ¢asa zanesljivo ni mozno
zmanjsati; to je s spreminjanjem delov urnika, ki ne pripadajo kriticnim potem.
Torej se moramo osredotociti na spremembe zaporedij operacij, ki so kriticne. S
tem se pojavi vpraSanje, katere kriticne zamenjave lahko izvajamo brez bojazni,

da bomo zasli v neizvedljivost, o ¢emer govori teorem 2.

Naslednja trditev, ki so jo prispevali Matsuo in sod. (1988), vpelje dodaten

pogoj za zmanjsanje izvrsnega casa.

Teorem 3. Zamenjava zaporedja izvajanja kritiénih operacij BY in BY*' lahko
zmangsa izvréni éas urnika samo, ée vsaj ena od operacij Py(BY) ali Sy(BY™)

T

ne pripada nobent kriticni poti.

Formalni dokaz trditve si lahko ogledamo v originalnem prispevku. Na tem
mestu bomo skusali ozadje teorema predstaviti zgolj empiriéno. V ta namen se
vrnimo k urniku s slike 3.10 in si oglejmo moznosti, ki jih imamo na razpolago,
za zmanjSanje izvrSnega casa. Operacija lc bi se lahko izvedla ob zgodnejsem
casu, ¢e ne bi cakala operacije 3c. Ce njun vrstni red zamenjamo, se izvrsni
¢as urnika res zmanjsa (slika 3.12), saj operacija Py(3c¢) = 2c¢ ni kritiéna; v
nasprotnem primeru bi operacija 2c¢ prenehala z izvajanjem tik preden bi se v
urniku na sliki 3.10 pricela izvajati operacija 3c. Med operacijama 2c¢ in 3c stroj
ne bi bil prost, zato bi se po opisani zamenjavi pricela operacija 1c izvajati ob
istem casu, kot se je v prejsnjem urniku pricela izvajati operacija 3¢, s tem pa bi

se 3¢ zakasnila prav toliko, kolikor bi se 1c¢ pohitrila in izvrsni cas bi ostal enak.

Slika 3.12: Urnik s slike 3.10 po izvedbi operacije 1c¢ pred operacijo 3c.
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V novem urniku je kritiécni blok By = {4b,2a,1b,3b} Se vedno prisoten,
zato poskusimo premakniti operacijo 2a pred operacijo 4b. Rezultat prikazuje

slika 3.13, kjer ugotovimo, da se je izvrsni ¢as zopet zmanjsal.

My | 2a] ab | 1b | 3b |
My | 1a [2b] |

M | da|] [t | [3c |

oY N O O O R A R A A A A R B R A

Slika 3.13: Urnik s slike 3.12 po izvedbi operacije 2a pred operacijo 4b.

S pomocjo tega primera lahko poudarimo, da teorem 3 predpisuje samo po-
trebni pogoj za zmanjSanje izvrSnega casa, ne pa zadostnega. Urnik na sliki 3.13
vsebuje kriti¢ni blok By = {2a,4b, 1b,3b}. V primeru, da bi sedaj izvedli premik
operacije 4b pred 2a, bi zopet dobili urnik na sliki 3.12, s ¢imer bi se izvrsni cas

povecal.

Sedaj si oglejmo primer, ko zamenjamo vrstni red zaporednih kriticnih ope-
racij, ki ne izpolnjujejo zahtev teorema 3. Dogajanje bomo prikazali s pomocjo
urnika na sliki 3.10, ki mu bomo zaradi nazornosti odstranili vse nekriti¢ne ope-

racije, kakor je prikazano na sliki 3.14.

M,y | 4ab | 2a | 1b | 3b |

Mo

Ms

cas | v IR T O R A T R R
0 5 10 15 20 25

Slika 3.14: Urnik s slike 3.10 brez nekriticnih operacij.

Zamenjajmo vrstni red operacijama 2a in 1b, kakor je prikazano na sliki 3.15.
Ker v urniku na sliki 3.14 velja, da sta obe operaciji Py(2a) = 4b in Sy(1b) = 3b

kriticni, se izvrsni cas ni mogel zmanjSati. Opisana zamenjava je sicer pohitrila
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izvajanje operacije 1b, vendar je prav toliko zakasnila izvajanje operacije 2a. Obe
zamenjani operaciji ¢akata na konec izvajanja kriti¢cne operacije 4b, operacija 3b

pa caka konec izvajanja vseh treh.

My | ab | 1b | 2a | 3b |

Mo

M

cas | oo o RN [ T I R R R R R
0 5 10 15 20 25

Slika 3.15: Urnik s slike 3.14 po zamenjavi operacij 2a in 1b.

Teorem 3 lahko preprosteje navedemo na naslednji nac¢in. Kadar optimi-
ramo urnik z zamenjavami sosednjih kriticnih operacij, so spremembe na robovih

kriti¢cnih blokov edine, ki so zmozne same zase zmanjsati izvrsni ¢as urnika. [

Naslednji teorem, ki so ga predstavili ter dokazali Brucker in sod. (1994a) je
generalizacija teorema 3 na zamenjave zaporednih kot tudi nezaporednih operacij

v kritiénem bloku.

Teorem 4. Obstaja izvedljiv urnik G (1) z izvrsnim casom Ciax(1). Ce obstaja
urnik G(2) z manjsim izvrsnim ¢asom Cpax(2) < Chax(1), se mora v njem obvezno
vsaj ena ne-prva (ne-zadnja) operacija vsaj enega kriticnega bloka urnika G(1)

izvesti v G(2) pred (za) vsemi ostalimi operacijami v kriticnem bloku.

Formalni dokaz si lahko ogledamo v originalnem prispevku in je dejan-
sko razsiritev dokaza o veljavnosti teorema 3. Prva operacija B krititnega
bloka B, vedno caka tehnolosko predhodnico, ki je zadnja operacija predhodnega
bloka Bf“’l’l‘. Ve ostale operacije v kriticnem bloku B, se ne morejo izvrsiti, do-
kler ni konéano izvajanje operacije B.. S tem, ko premaknemo ne-prvo operacijo
kriticnega bloka pred njega, tej operaciji ni ve¢ potrebno cakati zacetnice bloka,

s ¢imer je odprta moznost hitrejSega izvajanja celotnega urnika.

Analogno velja za premik ne-zadnjih operacij na konec bloka B,. Prva opera-

cija naslednjega bloka B!, je tehnoloska naslednica zadnje operacije bloka B,
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zato opercija B} 41 Mora cakati operacijo Bgch“”‘, s tem pa v bistvu caka celotni
blok B,. S tem, ko premaknemo ne-zadnjo operacijo za blok, se odpira moznost
hitrejSega izvajanja zadnje operacije v bloku in s tem vseh kriticnih blokov, ki

spremenjenemu bloku sledijo. Il

Teorem 4 vpelje ve¢jo mnozico premikov, s katerimi se izvrsni ¢as lahko
zmanjsSa. Neugodna lastnost razsirjene mnozice premikov je, da zanjo ne velja
trditev o ohranjanju izvedljivosti: zamenjava vrstnega reda katerihkoli dveh ope-
racij, ki nista sosednji na kriticni poti, lahko vodi v neizvedljiv urnik. Nowicki
in Smutnicki (1996) s svojim prispevkom gornji teorem dodatno dopolnjujeta.

Njune ugotovitve lahko strnemo v naslednjo trditev.

Teorem 5. Kadar premaknemo ne-prvo operacijo prvega kriticnega bloka na nje-
gov zacetek in se pri tem ne spremeni konec kriticnega bloka (to je v primeru,
ko me premaknemo zadnje operacije v bloku), se izvrsni ¢as urnika zanesljivo ne
more zmanjsati. Velja tudi analogna trditev: kadar premaknemo ne-zadnjo opera-
cijo zadnjega kriticnega bloka na njegov konec in se pri tem ne spremeni zacetek
kriticnega bloka (to je v primeru, ko ne premaknemo prve operacije v bloku), se

wzorsni ¢as urnika zanesljivo ne more zmangsati.

Zopet ne bomo navedli formalnega dokaza, ki se nahaja v originalnem pri-
spevku, pa¢ pa bomo trditev empiri¢no osvetlili. Prvi kritiéni blok se pri¢ne
izvajati ob ¢asu 0, kar pomeni, da njegova prva operacija ne caka svoje teh-
noloske predhodnice. Izvajanja bloka z zamenjavo zacetnega dela tako ni mozno
pospesiti, saj se zaradi tega njegova zadnja operacija ne bo izvedla ni¢ hitreje, s
tem pa tudi nadaljnji kriti¢ni bloki ne. Izjema je zadnja operacija prvega bloka,
katero caka naslednji blok. Premik te operacije proti zacetku bloka lahko pospesi
izvajanje naslednjega bloka, vendar to lahko obravnavamo kot premik ne-zadnje

operacije na konec bloka, kar pokriva ze teorem 4.

Za zadnji kriticni blok velja analogna razlaga. Urnik je izveden po koncu
izvajanja zadnjega kriticnega bloka (predpostavimo eno kritiéno pot, s ¢imer ne
izgubimo na splosnosti), kar pomeni, da za njim ni naslednjega bloka, ki bi le-tega
cakal, zato sprememba na koncu bloka ne more pospesiti nadaljnjih blokov in s

tem zmanjSati izvrsnega casa. [
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Mnozica premikov, ki jo favorizirata teorema 4 in 5, je dovolj privlac¢na, da smo
se pripravljeni odpovedati izvedljivosti, ki jo ponuja vztrajanje pri zamenjavah
zaporedja sosednjih kriticnih operacij. Zato nas zanima, katere premike lahko
izvedemo v danem trenutku, ne da bi urnik postal neizvedljiv. Odgovor nam

ponuja naslednja trditev, ki sta jo prispevala Dell’Amico in Trubian (1993).

Teorem 6. Imamo izvedljiv urnik G(1), v katerem obstaja kriticni blok By,
ki je zaporedje maslednjih operacij: B, ... Be~' B2 BTl .. . B Denimo,
da smo premaknili operacijo BS na zacetek bloka, s cimer smo dobili zapo-

redje B, B, ..., Bt Batl BLBI‘. Rezultirajoci urnik bo neizvedljiv takrat

a—1
T

in samo takrat, ko obstaja v grafu G(1) pot vsaj od ene operacije Sy(B}),..., B
do PJ(B;)

Pri premiku operacije B na konec kriticnega bloka, dobimo zaporedje izvaja-
nja BL,... Be' Botl BlF=l B2, 'V tem primeru bo rezultirajoci urnik neiz-
vedljiv takrat in samo takrat, ko obstaja v grafu G(1) pot od Sy(B%) do katerekoli
operacije Py(B*t), ... , BIP=l.

Trditev bomo dokazali samo za premik operacije B¢ na zacetek bloka (pri

premiku na konec bloka je dokaz povsem analogen). Ker je v G(1) operacija BS

naslednica vseh operacij Bl, ..., B! na stroju, obstajajo v grafu G(1) naslednje
usmerjene povezave B} £, Be,...,Bv! £, B¢; pri izvedbi obravnavanega

premika vse te povezave spremenijo smer. Denimo, da obstaja v grafu G(1)

povezava med Sj(BL) in Pj(B%). V tem primeru bo v rezultirajocem grafu ob-

stajal cikel B¢ £, B! A, S;(BL) N Py(BY) A, B¢. Analogna
ugotovitev velja za operacije B2 ..., B®~1. V primeru da ne obstaja nobena pot

med Sj(B}),...,S3(B%!) in P;(B2), tudi obstoj cikla po premiku ni mozen, saj
se po nobeni poti ne moremo vrniti od obravnavanih operacij do premaknjene

operacije B. O

3.8 Topolosko zaporedje

Pri izvajanju modifikacij na urniku prihaja do sprememb zaporedij, po kate-
rih se operacije na posameznih strojih izvajajo (menjajo se usmeritve povezav v

mnozici £), zaradi ¢esar se spreminjajo glave in repi operacij.
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Zanima nas, kako na ucinkovit nacin izracunati spremenjene vrednosti le-teh.
Lahko bi za vsako operacijo ponovno poiskali najdaljso pot od ® do nje in nato

Se od nje do ®, kar je zamudno in neprakticno.

Boljso resitev ponujata rekurzivni definiciji za glavo in rep. Naj bo w; ope-
racija, kateri zelimo izracunati vrednost glave. Zaradi preglednosti vpeljimo
oznaki pm = Py(w;) in pj = Pj(w;). Najdaljsa pot od ® do w; zanesljivo
vodi skozi eno od operacij pm ali pj, zato lahko glavo w; izracunamo s pomocjo
formule h(w;) = max(h(pm) + Dpm, h(pJ) +ppj) = max(epm, epj). Ideja je pre-
prosta: potrebujemo dolzini najdaljsih poti do operacij pm in pj, ki sta enaki
njunima glavama. Ti vrednosti povecamo za prispevek pm ali pj k dolzini poti
do w;, ki je enak njunemu casu izvajanja, in ze imamo vrednost dveh najdaljsih
poti od ® do w;, med katerima izberemo daljso. Edina tezava je, da moramo
vrednosti h(pm) in h(pj) Ze poznati, kar lahko resimo s tem, da preracunavamo

glave operacij v pravilnem zaporedju.

Tu nam prisko¢i na pomoé¢ topolosko zaporedje (ang. topological sort) T(G)
grafa G (Cormen in sod. 1997). To je urejen seznam vozlis¢, v katerem se vsako
vozlis¢e nahaja kjerkoli za vsemi svojimi predhodniki in pred vsemi svojimi nasle-
dniki. Ce glave operacij preracunavamo po zaporedju, ki je dano s 7(G), bo nas
izracun vedno pravilen. Pomemben podatek je tudi glava vozlisca &, saj pred-

stavlja izvrsni Cas urnika. Izracunamo jo nazadnje kot h(®) = max} (e, ., )-

Za zgled si poglejmo enega od moznih topoloskih zaporedij urnika na sliki 3.10:
7(9) ={0,1la,4a,4b,2a,1b,2b, 4¢, 2¢, 3a, 3b, 3¢, 1c, ®}. (3.1)

Analizirajmo operacijo 2b, ki se v topoloskem zaporedju nahaja na sedmem mestu.
Operaciji Py(2b) = 2a in Py(2b) = la se nahajata pred njo: na petem in drugem
mestu. Operaciji Sj(2b) = 2¢ in Su(2b) = 3a se nahajata za 2b: na devetem
in desetem mestu. Prepricamo se lahko, da veljajo podobne ugotovitve za vse

nefiktivne operacije, zato je podano topolosko zaporedje pravilno.

Glave operacij preracunamo takole. Prva operacija v topoloskem zaporedju
je vedno ®, za katero po definiciji velja: h(®) = 0 in s tem e = 0. Pravi izrac¢un

pri¢nemo pri operaciji la: h(la) = max(eg, €s) = max(0,0) = 0. Enak rezultat
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dobimo pri 4a. Sledi 4b: h(4b) = max(eg, €4,) = max(0,3) = 3. Ze smo pri ope-
raciji 2a, za katero ugotovimo naslednje: h(2a) = max(egy, €g) = max(7,0) = 7.
Opisani postopek nadaljujemo, dokler ne dosezemo vozlisce ®, katerega glava je

h(®) = max(eie, €ac, €3.) = max(27,16,24) = 27 = Cyax.

Z analognim postopkom lahko izracunamo tudi repe operacij. Naj bo w;
operacija, kateri zelimo izracunati vrednost repa. Podobno, kot smo to storili
zgoraj, vpeljemo oznaki sm = Sy (w;) in sj = Sy(w;). Najdaljsa pot od w; do ®
zanesljivo vodi skozi eno od operacij sm ali sj, zato lahko rep w; izracunamo s
formulo g(w;) = max(q(sm) + psm, q(sj) + ps;). Po definiciji je ¢(®) = 0. Repe
racunamo po topoloskem zaporedju od zadaj naprej, saj pri izracunu repa w;

potrebujemo vrednosti repov obeh njenih neposrednih naslednic.

[zracun pokazimo na primeru. Zadnja nefiktivna operacija v topoloskem za-
poredju je le: g(1lc) = max(q(®) + pg, ¢(®) + pg) = 0. Sledi operacija 3c, za
katero velja q(3¢) = max(g(1c) + pie, ¢(®) + pe) = max(3,0) = 3. Postopek na-
daljujemo, dokler ne pridemo do vozlisca ©, katerega rep izracunamo s formulo
¢(®) = max!" (q(wm) - pwi,l). S to vrednostjo lahko vsaj delno preverimo pra-
vilnost izracunov, saj mora veljati ¢(®) = h(®) = Cpax, sicer je med izra¢unom

prislo do napake.

V nadaljevanju potrebujemo Se naslednje pojme. Neposredna topoloska pred-
hodnica Pr(w;) je operacija, ki se nahaja v 7(G) neposredno pred w;. Si-
metri¢no velja, da je neposredna topoloska naslednica St(w;) operacija, ki se
v 7(G) nahaja neposredno za w;. Relaciji Pr(®) in St(®) nista definirani. No-
tacija 7 (w;, w;) oznacuje del topoloskega zaporedja med operacijama w; in w;
(vkljuéno z njima). Kot zgled zapisimo za topolosko zaporedje 3.1 naslednje

zveze: Pr(1b) = 2a, St(1b) = 2b in 7 (4b, 2b) = {4b, 2a, 1b, 2b}.

Ko urnik spreminjamo s tem, da menjamo zaporedje izvajanja operacij na
strojih, se dolocenim operacijam spremenita mnozici predhodnikov in nasledni-
kov, zato je potrebno topolosko zaporedje popraviti, sicer ne bi odrazalo novo

nastale situacije.
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3.9 Delna izbira

Ko vsaj ena povezava v mnozici £ ni orientirana, pravimo grafu G delna izbira
(ang. partial selection), ki urnika ne definira v celoti. Namesto tega pripada delni
izbiri mnozica vseh urnikov, ki jih lahko tvorimo z vsemi moznimi usmeritvami

neusmerjenih povezav, ki zagotavljajo aciklicnost popolne izbire G.

3.10 Razsiritve modeliranja z neusmerjenimi grafi

V nadaljnjih poglavjih tega dela uporabljamo neusmerjene grafe in pripadajoce
kompletne izbire natanc¢no tako, kot je bilo opisano do sedaj. Kljub temu
nakazimo nekatere razsiritve osnovnega koncepta, s katerimi je mozno modeli-

rati 8irsi spekter problemov (White in Rogers 1990).

Operacijam v instanci lahko priredimo ve¢ tehnoloskih predhodnic ali nasle-
dnic, ¢e dovolimo vstopanje ali izstopanje vecjega Stevila usmerjenih povezav v

posamezna vozlisca.

Zamenjava izvrSnega Casa s kriterijsko funkcijo maksimalna zapoznelost (po-
glavje 1.3) je na prvi pogled tezavna, ker ne moremo ve¢ zasnovati optimizacije
na podlagi analize kriticne poti (poglavje 3.7.2). Izkaze se, da temu ni tako, saj
lahko zapoznelost opravil ponazorimo z dodatnimi fiktivnimi zadnjimi operaci-
jami v opravilu, ki so utezene z negativnimi vrednostmi dolzine predpisanega
casovnega intervala za vsako opravilo. S tem postane dolzina kriticne poti skozi
te operacije pozitivna, ¢e ustrezno opravilo kasni; v nasprotnem primeru je njena
dolzina negativna. Na ta na¢in se ohrani osnovni princip optimizacije: manjSanje
kriticne poti v grafu.

Na podoben nacin je mozno modelirati nepripravljenost vseh opravil za izva-
janje ob Casu ni¢, case izvajanja, ki so odvisni od zaporedja izvajanja na stroju,

ter transportne zakasnitve.
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4. Pregled postopkov resevanja

V tem poglavju podajamo pregled postopkov resevanja II; problema. Opisujemo
le glavne dosezke na tem podrocju, saj bi bila izérpna predstavitev preobsezna.
Za Ilj problem je namrec znacilen izredno pester in bogat razvoj. Verjetno obstaja
malo problemov, ki so pritegnili tako veliko mnozico raziskovalcev, kakor prav ta.
Izérpnejse preglede metod resevanja najdemo v referencah Jain in Meeran (1999),

Jain (1998), Vaessens in sod. (1996) ter Blazewicz in sod. (1996).

4.1 Delitev postopkov reSevanja

Glede na nacin pregledovanja prostora resitev se postopki resevanja Il problema
delijo na eksaktne (ang. exact) in aproksimativne (ang. approzimative) (podobno
lahko trdimo za ve¢ino kombinatori¢nih optimizacijskih problemov). Eksaktni po-
stopki jamcéijo optimalnost dobljene resitve, medtem ko pri aproksimativnih take
garancije nimamo. Aproksimativni postopki obstajajo zgolj zato, ker do danes
ne poznamo eksaktnega nacina resevanja, katerega ¢asovna in prostorska kom-
pleksnost bi bila prakticno sprejemljiva (poglavje 2.4). Aproksimativni postopki
so pogosto edina moznost, ki jo imamo na razpolago; s tem, ko se odpovedo
optimalnosti postane njihova kompleksnost zadosti majhna, da so prakticni za

uporabo.

Druga delitev se nanasa na nacin tvorjenja resitve, kjer locujemo dve skupini.
V prvi so postopki, ki urnik gradijo od zacetka, zato jim pravimo konstruktivni
postopki (ang. constructive algorithms, constructive methods). Za drugo skupino
pa je znacilno, da (najveckrat zelo slabo) nakljuéno ali kako drugace generirano
zacetno resitev iterativno popravljajo v vedno boljso; pravimo jim iterativni po-
stopki (ang. iterative algorithms, iterative methods).

V nadaljevanju si bomo ogledali najpomembnejse predstavnike omenjenih sku-

pin postopkov ter tako dobili pregled nad dobrimi in slabimi lastnostmi razli¢nih

pristopov, ki so nam na voljo za reSevanje.
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4.2 Zacetki razvoja IIy problema

Zanimivo je, da ni enotnega mnenja o tem, kdaj se je II; problem pojavil in
kdo ga je prvi vpeljal. Reference raziskav, ki obravnavajo razvrs¢anje opravil s
pomocjo proizvodnih strojev, segajo v petdeseta leta dvajsetega stoletja. Med
njimi najdemo ze omenjeni problem II; z uniformnimi opravili (Johnson 1954)

ter njegovo razsiritev v klasiéni I1y problem (Jackson 1956).

Kljub temu, da omenjeni deli citirata Se zgodnejse reference s podrocja opti-
mizacije tehnoloskih procesov, se nekako smatra, da pripada zacetek razvoja Ilj
problema prav prispevku Johnson (1954). Pripisuje se mu vpeljava kriterijske
funkcije Chax; poleg tega je v delu podan ucinkovit algoritem za dolocanje opti-
malnih urnikov v primeru uniformnega IIy z dvema strojema, ki se ga da razsiriti

na navadni IIy z dvema strojema.

Poleg omenjenih del je za obdobje petdesetih let znacilen pojav velikega stevila
kombinatori¢nih optimizacijskih problemov, ki so eksaktno resljivi z u¢inkovitimi
algoritmi. Za optimizacijo industrijske proizvodnje so zlasti pomembni problemi

razvrséanja opravil na enem stroju glede na razliéne kriterijske funkcije®.

Raziskave, ki so bile specificno usmerjene v IIj problem, so dozivele razcvet s
pojavom knjige Industrial Scheduling, ki sta jo uredila Muth in Thompson (1963).
V njej so sistemati¢no zbrani vsi do takrat znani rezultati na tem podrocju.
Knjiga vsebuje tudi prve tri testne primere instanc (ang. benchmark problems),
s pomocjo katerih so lahko razliéni avtorji med seboj primerjali uspesnost svojih
algoritmov. Objavljene instance so z leti pridobile zgodovinsko vrednost in se
jih kljub poplavi sodobnejsih testnih primerov Se vedno uporablja za testiranje

algoritmov.

Testni primeri so bili objavljeni v poglavju, ki sta ga prispevala avtorja Fisher
in Thompson (1963), zato so dobili predpono ft, ¢eprav zasledimo tudi oznako mt
po inicialkah urednikov knjige. Celotne oznake instanc so ft06, ft10 in ft20, kjer

stevilka za predpono podaja Stevilo opravil. Instance so pravokotne z dimenzijami

1S tem ni misljeno, da so vsi problemi razvri¢anja opravil na enem stroju resljivi ué¢inkovito.
Za problem ®, ki smo ga opisali v poglavju 1.3, ne poznamo uc¢inkovitega algoritma.
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6 x 6, 10 x 10 ter 20 x 5. Avtorja sta si prizadevala, da bi primeri kar najbolje
ponazarjali realne proizvodne situacije, zato sta strojem z nizjimi indeksi dodelila
veC zacetnih operacij znotraj opravil, poznejSe operacije pa se pogosteje izvajajo
na strojih z ve¢jimi indeksi. Danes so vsi trije testni primeri reseni. Optimalni

urniki, ki instancam pripadajo, imajo izvrsne ¢ase 55, 930 in 1165.

Problem ft06 je bil resen s pomocjo racunalnika leta 1971 (Florian in
sod. 1971), skoraj 8 let po objavi. Zanimivo je, da je optimalni urnik najprej
zgradila skupina studentov brez pomoci racunalnika in optimalnost resitve tudi

dokazala s skrbnim opazovanjem odnosov med operacijami.

Za resitev problema ft20 je bilo potrebnih 12 let. Prva avtorja sta bila McMa-
hon in Florian (1975).

Problem ft10 se je izkazal za dale¢ najtezjega od vseh treh testnih primerov.
Na optimalni urnik je bilo potrebno cakati ve¢ kot 20 let (Lageweg 1984), op-
timalnosti dobljene resitve pa ni bilo mozno dokazati nadaljnjih 5 let, dokler to
ni uspelo avtorjema Carlier in Pinson (1989). Tezavnost problema ft10 je po-
stala pregovorna in po splosnem prepricanju je to najbolj intenzivno raziskovan

in najpogosteje citiran testni primer v vsej zgodovini 1I; problema.

4.3 Drugi testni primeri instanc

Za primerjavo razli¢nih algoritmov resevanja, potrebujemo ustrezne testne pri-
mere instanc. Tri predhodno omenjene instance se zdale¢ ne zadoscajo testnim
potrebam, saj so relativno majhne. Poleg tega sama dimenzionalnost instance
ni edini podatek, s katerim bi testne probleme klasificirali med lazje ali tezje?,
saj na tezavnost instance vpliva mnogo dejavnikov, ki so se pokazali kot klju¢ni
v teku razvoja in testiranja razlicnih algoritmov reSevanja; zato je potreba po

vecjem Stevilu testnih primerov ocitna.

Ker bomo algoritem, ki ga predlagamo v nadaljevanju, preizkusili na ve¢jem

Stevilu problemov, je prav, da tej problematiki posvetimo nekoliko ve¢ pozornosti.

2Veliko zlasti aproksimativnih algoritmov lazje najde optimalni urnik pri re§evanju pro-
blema ft20 kot v primeru instance ft10.
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Skupini ft so sledili testni primeri, ki jih je objavili Lawrence (1984). V njej se
nahaja stirideset testnih primerov, ki so po velikosti razdeljeni v osem razli¢cnih
skupin: 10x 5, 15x5, 20x 5, 10x 10, 15x10, 20x 10, 30x 10 in 15x15. Problemi so
imenovani od lal do 1a40. Danes je vseh stirideset problemov resenih, kljub temu,
da imata zadnji dve skupini relativno velike dimenzije. Omenjeni testi so dober
primer, kako na tezavnost instance poleg dimenzionalnosti vpliva ve¢ dejavnikov.
Za celotno skupino problemov 30 x 10 so bili optimalni urniki generirani samo Stiri
leta pozneje (Adams in sod. 1988), medtem ko je bilo potrebno za tri probleme

iz, skupine 15 x 10 ¢akati kar tri leta dlje (Applegate in Cook 1991).

Adams in sod. (1988) so objavili dva problema velikosti 10 x 10 (abz5 in abz6)
in tri probleme velikosti 20 x 15 (od abz7 do abz9). Po ve¢ kot desetih letih sta

dva primera iz zadnje skupine Se vedno odprta.

Applegate in Cook (1991) sta objavila deset testnih primerov velikosti 10 x 10,
ki se imenujejo od orbl do orb10. Generirala jih je skupina ljudi v Bonnu
leta 1986, ki je bila izzvana, naj naredi probleme tezke, kolikor je mogoce. Neka-
tere od teh instanc so bile s strani avtorjev oznacene kot pogubljene (ang. doomed)

ali smrtne (ang. deadlier), vendar sta jih Applegate in Cook (1991) uspela resiti.

Storer in sod. (1992) so objavili dvajset problemov (od swv1l do swv20), od
tega jih ima pet velikost 20 x 10 ter 20 x 15 in deset 50 x 10. Zanimivo je, da jih
samo polovica v zadnji skupini spada med tezke probleme, od katerih danes niso
reSeni samo trije. V predzadnji skupini so vse instance Se vedno odprte. To velja

tudi za dve instanci iz prve skupine.

Yamada in Nakano (1992) sta prispevala §tiri primere velikosti 20 x 20 (ime-
nujejo se od ynl do yn4); vsi se smatrajo za izredno tezavne in so 8e vedno
odprti.

Taillard (1993) je objavil osemdeset testnih primerov (od td1 do td80). Nji-
hove velikosti so dokaj razlicne: 15 x 15, 20 x 15, 20 x 20, 30 x 15, 30 x 20, 50 x 15,
50 x 20 in 100 x 20. Skupina problemov 100 x 20 in 50 x 15 je bila reSena relativno
hitro (Taillard 1994, Nowicki in Smutnicki 1996), medtem ko sta skupini 20 x 20

in 30 x 20 v celoti odprti. Zanimivo je, da je odprta tudi vec¢ina problemov 15X 15,
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medtem ko ista ugotovitev za skupini 20 x 15 in 30 x 15 ne preseneca. Rezultati
teh testnih primerov se v literaturi ne navajajo pogosto. Razlog je verjetno v

nemoci postopkov optimizacije pri njihovem resevanju.

4.4 Eksaktno reSevanje problema

Uspeh pri odkrivanju uc¢inkovitih algoritmov za omejeno mnozico problemov, kot
so Ze omenjena razvrs¢anja opravil na enem stroju?®, je spodbudil nemalo razi-
skovalcev, da so vlozili veliko truda v razvoj podobnih algoritmov za resevanje
problema IIj ter njegovih izvedenk. Verjetno je bila vecina raziskav v Sestdesetih

letih prejsnjega stoletja usmerjena prav v razvoj eksaktnih metod.

Rezultat prizadevanj je bil nicen. Vedno znova se je izkazalo, da prakti¢no vse
razsiritve (npr. I1;, kjer dopuséamo vec kot dva stroja in dve opravili) u¢inkovito
resenih problemov postanejo ¢asovno in prostorsko neobvladljive (teorija kom-
pleksnosti v tem obdobju Se ni obstajala); cas, potreben za resitev problema, in
poraba pomnilnika narascata prehitro v odvisnost od velikosti instance, da bi bil
katerikoli predlagani algoritem resevanja prakticen za uporabo (razen v primerih

relativno majhnih instanc).

Eksaktno resevanje temelji na pregledovanju celotnega prostora resitev; v pri-
meru [I; problema algoritem generira vse izvedljive pol-aktivne ali aktivne urnike
ter si zapomni tistega, ki ima najboljso vrednost kriterijske funkcije. Postopku
pravimo eksplicitna enumeracija (ang. explicit enumeration) ali samo enumeracija
(ang. enumeration). V osnovi je ideja preprosta in tudi enostavna za realizacijo s
pomocjo vecine programskih jezikov. Velika tezava pristopa je v tem, da moramo
generirati in ovrednotiti vsaj vse aktivne urnike, ¢e ne zelimo izpustiti optimalne

resitve.

Tezavo delno omilimo z razsiritvijo osnovne ideje, kjer urnike generiramo siste-
maticno na tak nacin, da nam ni potrebno pregledati vseh; dolocene dele prostora
resitev lahko izpustimo iz preiskovanja, ker zanje lahko vnaprej ugotovimo, da ne

vsebujejo optimalne resitve. Takemu pristopu, ki je dosti kompleksnejsi za reali-

3Podoben uspeh je bil dosezen tudi pri nekaterih drugih kombinatoriénih optimizacijskih
problemih, od katerih vec¢ina ni neposredno povezana z optimizacijo tehnoloskih procesov.
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zacijo, pravimo implicitna enumeracija (ang. implicit enumeration). To je edini
znani pristop, ki se ga splaca uporabljati, v primeru da se eksaktnim resitvam ne
zelimo odpovedati; uporabljamo ga seveda samo v primeru majhnih instanc, ki
jih na ta nacin Se lahko obvladamo. V tem trenutku velja, da so instance dimenzij

priblizno 20 x 10 najveé, kar je mozno resiti eksaktno (Jain in Meeran 1999).

4.4.1 Osnovni postopek veji in omejuj

Princip implicitne enumeracije najuspesneje utelesajo postopki wveji in omejuj
(ang. branch € bound). Osnovna ideja pristopa je izgradnja preiskovalnega dre-
vesa, katerega izhodiséno vozlisée ponazarja graf G’ (poglavje 3.2); torej graf,
v katerem so vse povezave v mnozici £ neusmerjene. Vsako vozlisce preisko-
valnega drevesa predstavlja mnozico izvedljivih urnikov, ki jih lahko dobimo z
vsemi moznimi kombinacijami Se neusmerjenih povezav. V naslednjem koraku
izberemo eno od Se neusmerjenih povezav (npr. a NN b) in tvorimo dve novi
vozlisci preiskovalnega drevesa: v prvem vozliscu se nahaja graf G'(1), ki vsebuje
povezavo a £, b, v drugem pa graf G'(2), ki vsebuje povezavo b £, 4. Obanova
grafa vsebujeta tudi vse usmerjene povezave, ki jih ima graf v vozliscu, iz kate-
rega izhajata. Ce bi postopek nadaljevali toliko ¢asa, da bi v vseh vejah drevesa
usmerili vse neusmerjene povezave, bi izvedli eksplicitno enumeracijo celotnega
semi-aktivnega prostora resitev. Vozlis¢a preiskovalnega drevesa, v katerih se
nahajajo ciklicni grafi, lahko izpustimo iz nadaljnje optimizacije. Kar zadeva
korektnost postopka je vseeno, ali ciklicnost preverjamo takoj ali po konc¢ani op-
timizaciji; kljub temu stremimo za tem, da cikle detektiramo ¢im hitreje, saj s
tem manjSamo ¢asovno in prostorsko kompleksnost optimizacije, ker ciklicnih vej

ne razsirjamo naprej (Bakshi in Arora 1969).

Implicitno enumeracijo dosezemo z naslednjo razsiritvijo gornjega postopka.
Dolzina kriti¢ne poti v popolnoma usmerjenem grafu G je enaka izvrsnemu ¢asu
urnika Chay. Tako je dolzina kritiéne poti v delno usmerjenem grafu G’(x) lahko
merilo za spodnjo mejo (ang. lower bound) izvrsnega ¢asa kateregakoli urnika, ki
ga dobimo iz G'(x) s poljubno usmeritvijo e neusmerjenih povezav, saj dodajanje

novih povezav obstojece kriticne poti ne more zmanjsati, lahko jo le poveca.
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Optimizacijo torej izvajamo na naslednji nac¢in. Vsake toliko ¢asa eno od
preostalih nedokon¢no usmerjenih vozlis¢ razvijemo do popolnega urnika (usme-
rimo vse povezave v mnozici £). Dobljeni urnik ima doloc¢en izvrsni ¢as Chax(X).
Kadar je to urnik z najkrajsim znanim izvrsnim ¢asom do tega trenutka, si ga
zapomnimo, Ch.x(X) pa postane trenutna zgornja meja (ang. upper bound) op-
timalnega izvrsnega casa C) .., saj je optimalni izvrSni c¢as lahko le manjsi ali
kvecjemu enak izvrsnemu casu katerekoli izvedljive resitve. Ko imamo novo zgor-
njo mejo izvrSnega casa, pregledamo obstojece veje preiskovalnega drevesa in
preprecimo preiskovanje v tistih vozliscéih, katerih spodnja meja je vecja ali enaka

trenutno znani zgornji meji, saj iz teh vej boljsih resitev od trenutno znane ne

moremo dobiti.

Optimizacija je kon¢ana, ko imajo vse Se ne preiskane veje vecjo ali enako spo-
dnjo mejo izvrsnega casa od trenutno znane zgornje meje le-tega. Takrat nismo
samo nasli urnika z optimalnim izvrsnim ¢asom, ampak smo njegovo optimalnost
tudi dokazali. To je bistvena razlika v primerjavi z aproksimativnimi postopki, ki
optimalnosti ne morejo dokazati in se v primeru, ko dobijo optimalen urnik, ne
znajo ustaviti, ampak preiskovanje nadaljujejo, dokler ni izpolnjen pogoj za pre-
kinitev, ki je ponavadi dovoljen ¢asovni interval ali Stevilo iteracij brez izboljsave

trenutne resitve.

Opisani postopek je za realizacijo dokaj preprost ter za razlago principa veji in
omejuj pedagosko primeren, vendar je prakti¢no neuporaben?. Preiskovalno drevo
je tako veliko, da bi danes z mocnejSim osebnim racunalnikom komaj resevali
probleme velikosti 6 x 6, nikakor pa ne 10 x 10. Od Sestdesetih let do tega
trenutka so se pojavile stevilne boljse razli¢ice postopka veji in omejuj, ki si jih

bomo ogledali v nadaljevanju.
4.4.2 1Izboljsane razlicice postopka veji in omejuj

Predhodno opisani postopek deluje nad mnozico pol-aktivnih urnikov. Preisko-

valno drevo bi se zanesljivo zmanjsalo, ¢e bi uspeli omejiti podrocje delovanja

4To tudi ni bil prvi predlagani postopek veji in omejuj, ker je zasnovan na neusmerjenem
grafu, ki se je pojavil Sele leta 1964.
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zgolj na aktivne urnike (poglavje 2.2), za katere sta Giffler in Thompson (1960)
dokazala, da vsebujejo vsaj eno optimalno resitev. Avtorja predlagata aproksi-
mativni postopek resevanja z uporabo aktivnih urnikov, ki pa ga ni tezko razsiriti

v eksaktni postopek veji in omejuj.

Zopet gre za eksaktno konstruktivno metodo, ki poteka na naslednji nacin.
Pri¢nemo s praznim urnikom. Dolo¢imo mnozico operacij, ki se lahko pri¢nejo iz-
vajati takoj; to so operacije, ki imajo svoje tehnoloske predhodnice ze izvrsene (na
samem zacetku so to prve operacije vseh opravil v instanci). Dolo¢imo ¢asovne
konflikte med operacijami, ki se izvajajo na istem stroju. Konflikt nastane samo,
Ce se mozna Casovna intervala izvajanja prekrivata vsaj za eno ¢asovno enoto (npr.
taki operaciji sta a in b). Za vsak konflikt vzpostavimo dve veji preiskovalnega
drevesa: v eni se izvrsi operacija a pred operacijo b, v drugi pa je vrstni red zame-
njan. Postopek nadaljujemo, dokler ne zgradimo celotnega urnika v vseh vejah.
Spodnjo mejo preiskovalnih vozlis¢ lahko predstavlja izvrsni ¢as delnega urnika;
boljse rezultate pa dosezemo, ¢e v oceni upostevamo tudi tehnoloske naslednice

ze fiksiranih operacij.

To je eden redkih postopkov, kjer aktivni urniki dejansko prispevajo k manjsi
kompleksnosti preiskovalnega drevesa in kjer slabosti, ki smo jih navedli v po-
glavju 2.2, ne pridejo do izraza. Kljub temu se ta postopek danes ne uporablja,

saj je njegovo preiskovalno drevo Se vedno preveliko.

Pomembno pridobitev za IIj problem je predstavljala vpeljava neusmerjenega
grafa, s ¢imer se je odprla moznost ugotavljanja Sibkih tock urnika s pomocjo
analize kriticne poti in kriticnih operacij. S tem, ko so bile nekatere operacije
identificirane kot kriti¢ne, so se optimizacijski postopki lahko bolje osredotocili
na potencialno obetajoce dele prostora resitev, s ¢imer je postalo iskanje optimal-
nih (in v primeru aproksimativnega resevanja blizu-optimalnih) urnikov prece;
uspesnejse. Prvi vecji uspeh uporabe kritiéne poti je dosegel Balas (1969), ki je
ugotovil, da je za zmanjSanje izvrSnega ¢asa nujno potrebno spremeniti kriticno
pot v grafu. Njegov postopek veji in omejuj je vozlis¢a preiskovalnega drevesa
gradil tako, da je v vsakem koraku spremenil usmeritev natan¢no ene povezave v
mnozici £, ki se je nahajala na kriti¢ni poti. Dokazal je, da je na ta nac¢in mozno

doseci optimalno resitev iz poljubno izbranega zacetnega urnika, kar je zadosten
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pogoj, da se njegov postopek veji in omejuj uvrsca med eksaktne metode. Z lastno
implementacijo tega postopka so Florian in sod. (1971) uspeli resiti ze omenjeni

testni problem ft06.

Izkusnje s predlaganimi postopki resevanja so pokazale veliko problemov, ki
jih je potrebno premostiti, da bi se uporabnost pristopa veji in omejuj lahko
razsirila na instance ve¢jih dimenzij. Glavno oviro so predstavljale Sibke spodnje
meje izvrsnega casa, ki se jih je lahko pripisalo preiskovalnim vozliséem. Ker so
le-te predstavljale realne ocene Sele v poznejsih fazah optimizacije, je bilo ne-
mogoce dovolj zgodaj omejiti razvejevanje preiskovalnega drevesa na sprejemljivo

razseznost.

To spoznanje je motiviralo veliko stevilo raziskovalcev, ki so vlozili ogromno
truda v iskanje ucinkovitega postopka za rac¢unanje boljsih spodnjih mej. V pri-
spevku Lageweg in sod. (1977) je zbran povzetek metod, ki so bile rezultat teh
prizadevanj; klasificirane so v pet skupin, od katerih prve §tiri obsegajo spodnje
meje, ki so izracunljive v polinomskem casu, v zadnjo skupino pa spadajo NP-
kompletne metode. Izkazalo se je, da nobena metoda ni izpolnila pricakovanj;
preiskovalno drevo je ostalo neobvladljivo veliko. Vse metode so bile zasnovane,
ali pa se izkazale za slabse od ocene, ki je temeljila na resevanju problema &
na kriticnem stroju. Ta problem je sam zase NP-kompleten, vendar dosti lazje
resljiv od II; problema. Poleg tega vanj vstopajo samo operacije na enem stroju,
s ¢imer je lahko velikost ® instanc za vec velikostnih redov manjsa od instance IIj.
Ker vsaka izboljsava spodnje meje pomeni ogromen prihranek zaradi dodatnega
rezanja preiskovalnega drevesa, je bilo Se kako upraviceno resevati veliko mnozico
lazjih NP-kompletnih problemov s ciljem zmanjsati grozljivo kompleksnost origi-

nalnega problema.

Barker in McMahon (1985) sta implementirala postopek veji in omejuj, kjer
so vsakemu vozlis¢u preiskovalnega drevesa prirejeni kompletna izbira, kriticna
operacija in njej pripadajoci kriti¢ni blok (ki nista definirana enako kot v po-
glavju 3.6) ter spodnja meja. Vejanje poteka na podlagi identifikacije kriti¢ne
operacije, to je najzgodnejse operacije w,, za katero velja t, + q(x) = C}

max’
je Cl

max

kjer

trenutno znana zgornja meja izvrsnega casa urnika. Operaciji w, pripada
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ustrezen kriticni blok, ki predstavlja zaporedje sosednjih operacij na stroju, ki
se konca z operacijo w,. Ob vejanju se v novih vozlis¢ih spremenijo in fiksirajo
relacije med operacijo w, in ostalimi operacijami kriti¢nega bloka. Avtorja sta s

tem postopkom uspela dobiti urnik z izvrsnim ¢asom 960 za testni problem ft10.

Naslednji pomemben korak sta prispevala avtorja Carlier in Pinson (1989).
Njun postopek veji in omejuj je uporabljal izboljSano metodo za resevanje pro-
blema ®, ki je bila namensko razvita za resevanje Iy problema (Carlier 1982).
Pomembnejsa od tega pa je uvedba nove tehnike v izgradnjo preiskovalnega dre-
vesa; tehnika se imenuje takojsnja izbira (ang. immediate selection). Avtorja sta
sestavila mnozico enach, s katerima sta v posameznih korakih optimizacije uspela
dokazati, da se mora doloc¢ena operacija izvrsiti pred ali za neko mnozico operacij
na istem stroju, saj z drugac¢no razporeditvijo izvrSnega casa ni mozno zmanjsati.
V takem primeru je preiskovalno drevo narascalo bistveno pocasneje, saj ni bilo
potrebno tvoriti novih vej za vse mozne razporede operacij na kriticni poti. S tem
postopkom sta avtorja uspela dokazati optimalnost resitve 930 za notori¢ni pro-
blem ft10. Se vedno se ni smatralo, da je ta instanca obvladljiva, saj sta avtorja
pri reSevanju uporabila bliznjico: rezultat 930, ki ga je odkril Lageweg (1984), je
bil vhodni podatek v njun postopek. S tem sta si ze v izhodisc¢u zagotovila dobro
zgornjo mejo, kar jima je omogocalo rezanje velikega Stevila vej dosti hitreje, kot
bi sicer bilo mogoce. Kljub temu je dosezek pozel veliko slavo in je bil intenzivno

citiran.

Avtorja Applegate in Cook (1991) sta razvila nove metode za dolo¢anje bi-
stveno boljsih spodnjih mej, s ¢imer se je tudi obcutno povecal rac¢unalniski c¢as
za njihovo doloc¢anje. O¢itno je postajalo, da mocnejsih spodnjih mej ni mogoce

dobiti brez velikega narascanja potrebne ra¢unalniske moci za njihov izrac¢un.

Grabovski in sod. (1986) so postopek za resevanje ® problema, ki ga je pre-
dlagal Carlier (1982), dodatno izboljsali (zopet z namenom prispevati k II;);
empiri¢no so pokazali, da njihov pristop potrebuje manjse stevilo korakov kot
predhodna metoda. Pomembnejsa od tega pa je uvedba pojma kriticni blok ope-
racij (na enem stroju). Avtorji so pokazali, da je za zmanjSanje izvrsnega casa ¢

urnika potrebno vsaj eno ne-prvo (ne-zadnjo) operacijo kriticnega bloka prestaviti
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na zacetek (konec) le-tega. To spoznanje, ki so ga Brucker in sod. (1994a) razsirili
na II; problem, je bilo izhodisce za delitev kriti¢ne poti grafa, ki predstavlja II;
urnik, na kriti¢ne bloke (poglavje 3.6). S pomocjo teorema 4 se je dalo zasnovati
bistveno ucinkovitejse vejanje preiskovalnega drevesa v primerjavi s predlogom,
ki ga je podal Balas (1969). Dodatno pohitritev resevanja je prispevala moc¢no
izboljsana tehnika takojsnje izbire (Brucker in sod. 1994b). S tem se je smatralo,
da je problem ft10 povsem obvladljiv; ¢as za njegovo izvrSevanje se je spustil na

velikostni red nekaj minut.

V zvezi z eksaktnim reSevanjem problema omenimo Se dosezek avtorjev Martin
in Shmoys (1996), ki sta postopek veji in omejuj zasnovala v ¢asovnem prostoru s
pomocjo ¢asovnih oken, v katerih se operacije lahko izvajajo, dokler se dosegamo
boljse rezultate od znane zgornje meje. Vpeljala sta tako imenovano tehniko britja
(ang. shaving), kjer s pomocjo ra¢unalnisko izredno intenzivnega postopka kréita
(brijeta) mozne zacetke in/ali konce ¢asovnih oken operacij. Empiri¢ni rezultati

kazejo, da je njihova tehnika mocnejsa od postopkov Brucker in sod. (1994a,b).

V zadnjem casu prakti¢no ni primera eksaktnega resevanja, ki ga ne bi kom-
binirali z aproksimativnimi postopki, o katerih bo govora v nadaljevanju. Na ta
nacin si zagotovimo dobro izhodiséno zgornjo mejo (podobno, kot sta to storila
Carlier in Pinson (1989) za resevanje problema ft10). Poleg tega imamo na voljo
vsaj aproksimativno reSitev, kadar eksaktni del postopka odpove. Na ta nacin

skusamo izkoristiti prednosti obeh pristopov s poenotenimi postopki resevanja.

Na tem mestu omenimo Se, da velja IIy problem za enega najbolj trmastih
in tezko resljivih problemov med diskretnimi kombinatori¢nimi optimizacijskimi
problemi (French 1982). Videli smo, da po petdesetih letih raziskav in razvoja
komaj resujemo instance z 200 operacijami, kar je nenavadno malo. Za primer-
javo omenimo, da je uspel Carlier (1982) resiti ve¢ instanc problema ¢ z 10,000
operacijami. V primeru problema trgovskega potnika (poglavje 1.3) algoritmi
uspesno resujejo instance z do 4000 mesti (Jain in Meeran 1999). Neobvladlji-
vost problema Il je po vsem raziskovalnem naporu, ki je bil vanj vlozen, s tako

skromnim rezultatom postala naravnost pregovorna.
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4.5 Aproksimativno reSevanje problema

Skromni dosezki pri razvoju eksaktnih postopkov resevanja in nespodbudne ugo-
tovitve teorije kompleksnosti so usmerili dosti vec¢ raziskav na podrocje aproksi-
mativnih postopkov resevanja. Ti postopki so primerni za prakti¢no uporabo,
kjer se ne moremo zadovoljiti z ugotovitvijo, da imamo na voljo premalo casa
in/ali pomnilnika, da bi se lahko dokopali do vsaj blizu-optimalnega urnika. S
tem, ko ne vztrajamo na preiskavi celotnega prostora resitev, oba racunalniska
resorja kontroliramo mi in ne instanca, ki jo reSujemo. Na primer: dolo¢imo
lahko, da se postopek prekine po eni uri izvajanja, ali ko pomnilniska poraba
preseze deset mega zlogov zasedenega prostora. Kot rezultat bomo dobili naj-
boljsi urnik, ki se je nahajal v tistem delu prostora resitev, ki nam ga je v tem
¢asu uspelo preiskati. Vedno pa bomo dobili vsaj slabo resitev®, kar je bolje kot
nobena resitev; zasnovi ¢im optimalnejse proizvodnje, kar je nas cilj, se ne bomo

odpovedali zaradi nemocnih eksaktnih algoritmov.

Aproksimativnim postopkom pravimo tudi hevristicni (ang. heuristic) ali iz-
kustveni postopki. Izraz verjetno izvira iz njihove podobnosti v primerjavi s

¢lovekovim (izkustvenim) pristopom k resevanju tezkih problemov.

4.5.1 Nakljuéno generiranje aktivnih urnikov

Omenili smo ze prispevek avtorjev Giffler in Thompson (1960), ki govori o aktiv-
nih urnikih. Opisali smo tudi postopek veji in omejuj, ki je zasnovan na njunih
izsledkih. Postopek v omenjenem prispevku ne gradi preiskovalnega drevesa,
ampak se v vsakem koraku izgradnje urnika naklju¢no odlo¢i, katero izmed kon-
fliktnih operacij bo izvrsil najprej. Vsaki¢, ko postopek ponovimo, bomo zaradi
drugacnih izbir generatorja naklju¢nih Stevil dobili razlicen aktivni urnik. Dlje,
ko izgradnjo urnikov ponavljamo, vecjo verjetnost imamo, da bomo naleteli na
optimalno resitev. Pomnilniska poraba je prakti¢no neodvisna od stevila ponovi-
tev, casovna zahtevnost pa narasca linearno. Danes se ta postopek ne uporablja

vec, ker obstaja mnogo boljsih.

SPredpostavljamo, da ¢asovne in pomnilniske omejitve ne bodo neracionalno skromne. V
casu ene pikosekunde z maksimalno porabo treh zlogov pomnilnika verjetno noben aproksima-
tivni postopek ne bi mogel sestaviti niti slabega urnika.
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4.5.2 Omejevanje preiskovalnega drevesa

Z majhno modifikacijo lahko vsak postopek veji in omejuj spremenimo v aproksi-
mativnega. V vsakem vozliScu preiskovalnega drevesa ne obdrzimo vseh moznih
vej, ampak samo b najboljsih (na primer v smislu ocenjene spodnje meje). Pa-
rameter b je vnaprej dolocen in se lahko spreminja z globino drevesa ter ostalimi
spremenljivkami. Pristop poznamo pod imenom §irinsko preiskovanje (ang. beam
search) (Morton in Pentico 1993). Njegova slabost je, da je preiskovalno drevo
Se vedno prisotno, zato so pomnilniske zahteve velike. Tudi rezultati so navadno
slabsi od tistih, ki jih dobimo s pozneje razvitimi postopki, zato se ta pristop

danes prakti¢no ne uporablja, vsaj ne sam zase.

4.5.3 Prioritetna pravila

Skozi zgodovino IIj problema je bila velika pozornost raziskovalcev usmerjena v
prioritetna pravila (ang. priority dispatch rules). Ideja je v tem, da pri¢nemo
reSevati instanco s praznim urnikom, v katerega dodajamo operacije eno po eno.
V vsakem koraku izberemo tisto operacijo, ki je favorizirana s strani izbranega
prioritetnega pravila. V prispevku Panwalkar in Iskander (1977) je zbranih 113
prioritetnih pravil, kot so najkrajsi izvrsni cas, najvecje Stevilo Se ne izvrsenih
opravil, najvecji skupni cas Se ne izvrsenih opravil, najmanjse razmerje izvrsnega
Casa operacije proti celotnemu ¢asu opravila in ostale. Empiricni rezultati kazejo,
da nobeno pravilo ne daje izrazito boljsih rezultatov od ostalih. Obstaja si-
cer majhna mnozica (velikostni red 10-15) opravil, ki v povpre¢ju dajajo boljse
rezultate, vendar se uspeh moc¢no razlikuje od instance do instance (Chang in

sod. 1996).

Prioritetna pravila so privlacna zaradi izredno majhne racunske zahtevnosti
(urnik se zgradi v enem prehodu, kjer v vsakem koraku izberemo naslednjo ope-
racijo s skoraj trivialnim postopkom), vendar so rezultati temu primerno slabi. V
zadnjem casu se je pojavilo nekaj pristopov, kjer so rezultati precej spodbudne;jsi
(na primer Werner in Winkler 1995), vendar gre v takih primerih za kombina-
cijo prioritetnih pravil z drugimi metodami (na primer omejevano preiskovalno
drevo ali lokalno iskanje, o katerem bomo govorili v nadaljevanju), s ¢cimer se tudi

racunska kompleksnost postopkov mocno poveca.
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4.5.4 Odpravljanje ozkega grla

Adams in sod. (1988) so predlagali zanimiv postopek resevanja, ki so ga poimeno-
vali premikanje ozkega grla (ang. shifting bottleneck procedure). Gre za razbijanje
celotnega Il; problema na m & problemov, ki se jih resi s pomocjo postopka
Carlier (1982). Dobljene rezultate se primerja med seboj in identificira stroj, ki
predstavlja ozko grlo; zaporedje izvajanja na tem stroju se fiksira. Ostale stroje
se zopet resi kot (m — 1) ® problemov, vendar tokrat z upostevanjem fiksira-
nega stroja. Postopek se nadaljuje, dokler niso vsi stroji fiksirani. Celotna ideja
vsebuje tudi lokalno reoptimizacijo ze fiksiranih strojev ter uporabo parcialne
enumeracije, kjer so v posamezni fazi postopka razlicni stroji identificirani kot
ozko grlo. To je bil prvi aproksimativni pristop, ki je uspel poiskati® urnik z
izvrsnim ¢asom 930 za problem ft10. S tem je privabil veliko pozornost razisko-
valcev, ki so v njem odkrili nekatere sibke tocke in predlagali ustrezne izboljsave

(na primer Dauzere-Péres in Lasserre 1993 ter Balas in sod. 1995).

4.6 Lokalno iskanje in meta-hevristika

Ena najuspesnejsih hevristicnih tehnik optimizacije je lokalno iskanje. Gre za ite-
rativno metodo, kjer zacetni izvedljivi urnik spreminjamo po korakih z izvajanjem
majhnih lokalnih premikov; to so na primer zamenjave vrstnega reda izvajanja
dveh operacij na stroju ali druga mnozica izbranih sprememb (eno od moznosti,
ki jo uporabljamo v nadaljevanju, smo podrobno opisali v poglavju 3.7). Vseh
moznih premikov na urniku je v splosnem zelo veliko, zaradi ¢esar bi postopek
lokalnega iskanja potreboval nesprejemljivo veliko ¢asa za njihovo ovrednotenje,
kar je predpogoj za smotrno odlocitev, kateri premik naj se izvede v naslednjem
koraku. Tezavo resujemo z uvedbo okolice urnika, ki vsebuje samo tiste premike,
za katere smo se na tak ali drugacen nacin odlocili, da so za optimizacijo koristne.
Princip lokalnega iskanja je torej naslednji: trenutnemu urniku dolo¢imo okolico
in ovrednotimo vse njene premike. Ce kateri od premikov uspe zmanjsati izvrsni

cas, ga izvedemo in vse skupaj ponovimo.

6Namerno nismo napisali problem je uspel resiti, ker kot pri veéini aproksimativnih pristopov
optimalnosti urnika ni bilo mogoce dokazati.
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Prednost lokalnega iskanja je v tem, da je vsaj v principu sposobno delovati
prav na mestu, kjer je to najbolj potrebno, in to na ustrezen nacin. Ostale teh-
nike aproksimativnega iskanja v tem pogledu zaostajajo. Pri uporabi prioritetnih
pravil ne moremo izvesti poljubne spremembe na urniku oziroma sploh ne mo-
remo zgraditi poljubnega urnika, ker nobeno prioritetno pravilo ne pokriva vseh
kombinacij izvajanja operacij po strojih. Pri postopku premikanja ozkega grla je
problem podoben, saj v vsakem koraku reoptimiramo celoten stroj, ne moremo
pa spremeniti zaporedja izvajanja samo dvema operacijama. Tako ne preseneca

dejstvo, da so tehnike lokalnega iskanja postale zelo popularne.

Naslednja prednost takega pristopa je enostavna moznost razsiritve na meta-
hevristicne postopke. Predhodno opisani princip lokalnega iskanja izvaja bolj
ali manj kratkovidne (ang. myopic) premike na urniku, zato se prej ali pozneje
ujame v lokalni minimum; to je stanje, ko noben premik v okolici ne more sam
zase izboljsati kriterijske funkcije, trenutna resitev pa je slabsa od optimalne.
Lokalni mimimumi so v primeru II; problema relativno gosto posejani preko ce-
lotnega prostora resitev in predstavljajo za postopke lokalnega iskanja velik pro-
blem (Mattfeld in sod. 1999). Da bi bila nadaljnja optimizacija mozna tudi po
dosegu lokalnega minimuma, se posluzujemo meta-hevristicnih postopkov, kjer
dovoljujemo tudi izvajanje premikov, ki slabsajo kriterijsko funkcijo. Na ta nacin
imamo moznost pobega iz lokalnega minimuma in preiskovanje ostalih delov pro-

stora resitev, kjer se mogoce nahajajo optimalne” ali blizu-optimalne regitve.

Meta-hevristicni pristopi veljajo danes za najuspesnejso tehniko optimiranja
tehnoloskih procesov. Slaba stran njihovega izrazito lokalnega delovanja pa je, da
ne preiskujejo celotnega prostora resitev, ampak se zadrzujejo v blizini zacetne
resitve (Jain in sod. 2000). Da bi slabost odpravili, se lokalno iskanje najveckrat
uporablja v kombinaciji z genetskimi algoritmi (o katerih bomo govorili v na-
daljevanju) ali kakim drugim mehanizmom globalnega in s tem manj preciznega
preiskovanja. Na ta nacin zdruzimo pozitivne lastnosti obeh pristopov. Dober
pregled postopkov lokalnega iskanja za resevanje Il problema se nahaja v Vaes-

sens in sod. (1996).

"Primeri instanc, za katere poznamo veé razliénih urnikov z optimalnim izvrénim ¢asom,
niso redki.
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4.6.1 Okolica za izvedbo lokalnega iskanja

Pri izvedbi lokalnega iskanja je kljuénega pomena ustrezno definirana okolica,
od katere je odvisen uspeh celotnega postopka optimizacije (Mattfeld 1996, Jain
in sod. 2000, Jain 1998). Idealna okolica, kateri se lahko samo bolj ali manj

priblizamo, ima naslednje med seboj protislovne lastnosti (Mattfeld 1996).

Koreliranost: urnik po izvedbi premika se ne sme bistveno razlikovati od iz-
hodis¢nega urnika; v nasprotnem primeru prostora resitev ne moremo na-

tancno preiskovati.

Izvedljivost: ce je pred izvedbo premika urnik izvedljiv (ustrezen graf ne vsebuje
ciklov), naj se izvedljivost ohrani tudi po izvedbi kateregakoli premika v

okolici.

Napredovanje: okolica naj vsebuje samo tiste premike, ki z veliko verjetnostjo

vodijo k izboljsanju trenutnega urnika.

Velikost: okolica naj bo ¢im manjsa, da pregledovanje in ocenjevanje primernosti

njenih premikov ne porabi veliko casa.

Povezljivost: okolica mora vsebovati take premike, da je z njimi mozno v
koncnem stevilu korakov priti od kateregakoli zacetnega urnika do opti-

malnega.

Pri definiciji okolice moramo narediti ve¢ kompromisov. Primer: okolice z re-
lativno velikim stevilom premikov niso prakti¢ne, ker postopek lokalnega iskanja
izgubi pregled nad dogajanjem, poleg tega je vrednotenje vseh premikov ¢asovno
zamudno opravilo; okolice z relativno majhnim Stevilom premikov pa po drugi
strani vecajo moznost, da se potencialno dobri premiki v njih ne nahajajo. Pro-
blem ustrezne okolice ostaja odprto vprasanje na podrocju raziskav Iy problema.
Najbolj znane in teoreticno pomembne so naslednje okolice, ki so se formirale

skladno s spoznanji in razvojem teorije Il problema.

Balas (1969) okolica Hp vsebuje vse zamenjave zaporedja dveh sosednjih ope-

racij na stroju, ¢e se obe nahajata na kriticni poti. Smisel take definicije je



4.6 Lokalno iskanje in meta-hevristika 63

v tem, da zamenjava dveh nekriti¢nih operacij ne more zmanjsati izvrsnega
casa urnika, saj dobljeni graf Se vedno vsebuje prvotno kritiéno pot (teo-
rem 1, poglavje 3.7). Poleg tega je rezultat vseh njenih premikov izvedljiv
urnik (teorem 2). Dokazano je, da ima ta okolica lastnost povezljivosti.
Njena slaba stran pa je, da vsebuje veliko premikov, ki sami zase ne vodijo

k izboljsanju izvrsnega ¢asa urnika (teorema 3 in 4).

Matsuo in sod. (1988) okolica Hj,, vsebuje vse zamenjave dveh sosednjih ope-
racij na stroju, ki se nahajata na kriti¢ni poti, s tem da se vsaj ena od njih
nahaja na robu bloka kriti¢ne poti (izbira sledi iz teorema 3). Ta okolica je
ob¢utno manjsa od prejsnje (velja relacija Hy C Hp), je pa zato izgubila

lastnost povezljivosti.

Nowicki in Smutnicki (1996) nadalje reducirata okolico Hjys s pomocjo nju-
nega dokaza, da sprememba zacetne operacije zacetnega bloka in simetri¢no
koncne operacije kon¢énega bloka kriticne poti ne more reducirati kriterijske
funkcije (Ce se ob tem ne spremeni konec zacetnega bloka oziroma zacetek
konénega bloka; teorem 5). Okolica Hy torej iz okolice Hy, odstrani dve
zamenjavi, ki teorema ne upostevata. Velika prednost te okolice je, da je
izredno majhna in zato ucinkovita, saj njena nadaljnja krc¢itev ni mozna
brez izlo¢anja premikov, ki so za optimizacijo obetavni (Jain 1998). Njena

slabost pa je nepovezljivost, saj velja Hy C Hyy.

Dell’Amico in Trubian (1993) definirata ve¢ okolic. Na tem mestu opisimo
samo tisto (oznacimo jo s Hp), ki je zanimiva za nadaljnjo obravnavo po-
stopka, o katerem govori to delo. V okolici Hp se nahajajo vsi premiki, ki
katerokoli ne-prvo (ne-zadnjo) operacijo kateregakoli bloka na kriti¢ni poti
premaknejo na zacetek (konec) bloka, kar se v celoti podreja teoremu 4. Ne-
ugodna lastnost take izbire so potencialno neizvedljivi premiki (teorem 6).
V primeru, da bi bil rezultirajo¢i urnik neizvedljiv, se premik izvrsi proti
zacetku ali koncu bloka do tistega mesta, kjer je dobljeni urnik Se vedno
izvedljiv (vedno je mozno izvesti premik vsaj za en polozaj zaradi veljavno-

sti teorema 2). Smisel premikanja notranjih operacij izven blokov je torej
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v tem, da je to edini mozni nacin zmanjsevanja izvrsnega casa urnika. Po-
men premikanja operacij, ki vodijo v neizvrsljive resitve na pozicijo, kjer se
izvedljivost Se ohrani, je v tem, da novodobljena kriticna pot poteka skozi
neposredno tehnolosko predhodnico ali naslednico premaknjene operacije.
S tem se odpira moznost odprave ciklov v grafu s premikom tehnoloske
predhodnice ali naslednice izven svojega bloka. Na ta nacin je dosezena
lastnost povezljivosti, hkrati pa se ohrani obcutno vecji odstotek premikov,
ki so potencialno napredujoci (v primerjavi z okolico Hpg, ki ima tudi la-
stnost povezljivosti). V poglavju 5.1.2, kjer je pomen te okolice osvetljen
na konkretnem primeru, je ilustrirano dogajanje na urniku med izvajanjem

neizvedljivega premika.

Yamada in sod. (1994) ter Balas in Vazacopoulos (1998) okolica Hy je
konceptualno podobna okolici Hp. Od nje se razlikuje le po tem, da so
premiki, ki (dejansko ali ocenjeno) vodijo v neizvedljivost urnika, enostavno

zavrzeni. Velja torej Hy C Hp, s ¢imer je izgubljena povezljivost.

Preden predstavimo postopke lokalnega iskanja, ki omenjene okolice upora-

bljajo, si oglejmo Se metode vrednotenja premikov v okolici.

4.6.2 Vrednotenje premikov v okolici

Eno od klju¢nih vprasanj lokalnega iskanja je izbira premika v okolici urnika, ki
naj se izvede v trenutnem koraku. Premiki morajo biti na dolo¢en nacin ovre-
dnoteni, da lahko algoritem izbere najboljsega®. Kot kriterij se prakti¢no vedno
uporablja rezultirajo¢i izvrsni ¢as urnika po izvedbi premika®. V prvih izvedbah
lokalnega iskanja je bilo vrednotenje premikov implementirano z dejansko izvedbo
vsakega premika na trenutnem urniku ter pomnenju rezultirajocega izvrsnega
casa. Tak pristop je racunalnisko potraten, saj je potrebno v vsaki iteraciji za
vsak premik v okolici prera¢unati v povprec¢ju polovico glav operacij'®, da lahko

dolo¢imo izvrsni ¢as urnika.

8 Najboljsi je misljen zgolj v smislu izbranega kriterija, saj gre pri lokalnem iskanju vedno za
kratkovidne premike, kar smo predhodno ze poudarili.

9Druga moznost je razlika novega in trenutnega izvrénega ¢asa, kar je pomembno v nekaterih
primerih, kot so algoritmi postopnega ohlajanja, o ¢emer govorimo v nadaljevanju.

10Pri zadetnih izvedbah lokalnega iskanja se tipi¢no preracunajo glave vseh operacij, saj so Sele
Ten Eikelder in sod. (1997) predstavili algoritem, kjer lahko del oparacij izpustimo iz izracuna.
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Boljso resitev ponujajo postopki aproksimativnega ugotavljanja izvrsnega casa
na podlagi hitrih ocen. Zanje je najpogosteje znacilno, da v primeru povecanja
izvrsnega casa vrnejo natancéno vrednost le-tega; v primeru zmanjSanja pa je

njihov rezultat spodnja meja resni¢nega izvrsnega casa, ki je tako lahko vecji.

Oglejmo si najprej postopek ocenjevanja, ki je primeren pri uporabi oko-
lice Hp (Taillard 1994). Premiki v okolici Hp vedno spremenijo vrstni red dvema
kriticnima operacijama u in v, ki sta na kriti¢ni poti sosednji. V primeru, da je

operacija w, kriticna, zanjo velja zveza:
h<wm) + P+ Q<wz> = Crna)u

zato je spodnja meja izvrSnega cCasa urnika po izvedbi njenega premika enaka
trenutnemu izvrsnemu ¢asu povecanemu (zmanjSanemu) za toliko, kolikor smo

le-to premaknili v desno (levo). Trditev je utemeljena na naslednji naéin.

Izvrsni Cas operacije se ne spremeni, ker je podan ob specifikaciji instance.
Poleg tega predpostavimo, da se ob premiku ne spremeni niti rep operacije q(w,),
kar ni vedno res. Ce smo torej kriticno operacijo w, premaknili v desno (levo),
smo s tem povecali (zmanjsali) njeno glavo h(w,), s ¢imer je skupna vsota vseh
treh ¢clenov v zadnji enacbi ustrezno vecja (manjsa). Ob premiku Q(u,v) se
velikokrat operacija v pohitri, operacija u pa zakasni, zato moramo pri oceni
upostevati obe. V poglavju 3.8 smo podali rekurzivni formuli za izra¢un glav in
repov, ki ju lahko direktno uporabimo pri izrac¢unu ocenjenih vrednosti le-teh.
Na podlagi gornjih ugotovitev in ob upostevanju stanja po premiku Q(u,v), kjer
velja v = Py(u) oziroma u = Sy (v), se ni tezko prepricati, da lahko izvrsni cas
urnika po izvedbi obravnavanega premika ocenimo na naslednji na¢in (oznake z

apostrofom pomenijo ocenjene vrednosti):
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W(w,) = max(h(Pyu(u) + ppyw) MPs(v)) + ppyw))
W(w,) = max(h (wy)+ pu, M(Ps(w)) + ppyw))

¢ (w,) = max(q(Sm(v)) + Psy () ¢(Ss(w) + Psyw))

¢ (w,) = max(q'(wy) + pu; 4(S3(v) + psy )

Clax = max(R (wy) + py + ¢ (wy), M (wy) + pu + ¢'(wy)).

Vidimo, da je dolocanje izvrSnega casa na ta nac¢in mnogo hitrejse kot v pri-
meru natanénega izracuna, saj se je kompleksnost metode zmanjsala z O(ny)
na O(1). Dobljeni izvrsni ¢as C!,, je tocen v primeru, da je vsaj ena od ope-
racij v ali v po premiku Se naprej kriticna. V nasprotnem primeru velja, da je

dobljena ocena enaka spodnji meji dejanskega izvrsnega casa.

V primeru uporabe splosnejse okolice, ki premika operacije preko celotnega
kriti¢cnega bloka (na primer Hp), lahko gornji postopek posplosimo na naéin, ki
sta ga predlagala Dell’Amico in Trubian (1993).

Denimo, da smo spremenili zaporedje izvajanja kriticnega bloka B; in tako
v novem urniku dobili zaporedje izvajanja operacij wei, ..., we,, kjer velja
Wer € B; za vsak 1 < o < |By| in we, # wep, za vsak a # b, kjer je 1 < a,b < |B;].

Izvrsni cas urnika z zaporedjem izvajanja operacij we, ocenimo na naslednji nac¢in.
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W (wer) = max(h(Pu(B})) + prys), MPi(we)) + Pri(wa))

W (wea) = max(h'(we1) + Puer, M(Py(we2)) + PPywes) )

W(wes) = max(h(we(si|-1)) + Puegs, 1) P10 B)) + PPyugs,))
q/(wc|Bi|) = max(q(SM(BlBll)) +pSM(BlB”)’ Q(SJ(del\)) +pSJ(’wC‘Bi|))7

q/(wc(|Bi\—1)) — ma‘X(q/<wC‘Bl|> +pr|Bi|7q(SJ<wC(|B,'|—1))) +pS‘](’wC(‘B”,1)))7

q,(wcl) = Inax (q/(wCQ) + Dweas Q<SJ (wcl)) + pSJ(wc1))7
Or/nax = maX'ggB:i‘l (h/(wcx) + Pwea +q/(wcz>)~

Prikazani postopek ocenjevanja izvrsnega casa ima racunsko kompleks-
nost O(|B;]), kar je znaten prihranek v primerjavi s kompleksnostjo O(ny), ki
je potrebna za natancen izracun. Tak nacin ocenjevanja premikov uporablja tudi

postopek, o katerem govori to delo.

V nadaljevanju tega poglavja so predstavljeni najpomembnejsi postopki lo-

kalnega iskanja.

4.6.3 Postopno ohlajanje

Postopno ohlajanje (ang. simulated annealing) kot meta-hevristicni postopek lo-
kalnega iskanja predstavlja analogijo postopnega ohlajanja trdnih snovi v fiziki.
Kot orodje za resevanje kombinatoriénih optimizacijskih problemov (konkretno za
problem trgovskega potnika) so ga neodvisno uvedli Kirkpatrick in sod. (1983)"
ter Cerny (1985). 'V zasnovi gre za klasi¢no lokalno iskanje, kjer vsaki resitvi
pripada dolocena okolica premikov skupaj z njihovimi ocenami primernosti. Spe-
cificnost postopnega ohlajanja je v nacinu sprejemanja premikov, ki je stohasticen

na podlagi Metropolis kriterija (Metropolis in sod. 1953).

UKirkpatrick in sod. (1983) so v citiranem prispevku demonstrirali uporabnost metode tudi
na nekaterih drugih optimizacijskih problemih, ki ne spadajo v skupino optimiranja tehnoloskih
procesov.
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Postopek je naslednji. Naklju¢no izberemo premik (ozna¢imo ga z z) v izbrani
okolici in dolo¢imo izvrsni ¢as urnika po njegovi izvrSitvi. Premik na urniku

izvedemo z verjetnostjo, ki jo podaja spodnja enacba:

Chax () — Cmax($—1)) }

P(z) :min{l,exp(— T

Oznake imajo naslednji pomen: P(x) verjetnost izvedbe premika z, Cyax(z-1)
izvrsni ¢as urnika pred izvedbo premika, Ciax(x) izvrsni ¢as urnika po izvedbi

premika, 7" trenutna absolutna temperatura, ki mora biti pozitivna.

Opazimo, da premike, ki izvrsni ¢as zmanjsajo, izvedemo z verjetnostjo ena.
V nasprotnem primeru pa je verjetnost izvedbe odvisna od s temperaturo 7' nor-
miranega poslabsanja izvrsnega ¢asa. Ob zacetku optimizacije je temperatura T
nastavljena na relativno veliko vrednost, zato je v teku optimizacije sprejeto veliko
Stevilo nazadujocih premikov, s ¢imer postopek preiskuje prostor resitev globalno
in se tezko ujame v lokalne minimume. Med izvajanjem optimizacije tempera-
turo postopno nizamo, zato dopuséamo vedno manj nazadujocih premikov. Ko je
temperatura dovolj nizka, da prakticno ni mozno sprejeti nobenega nazadujocega
premika ve¢, postopek obti¢i v enem od lokalnih minimumov. Ideja postopnega
ohlajanja je torej v zacetnem grobem in s tem globalnem preiskovanju prostora
resitev, ki se zvezno prelevi v precizno in lokalno omejeno iskanje, ki deluje samo

Se v okolici najboljse najdene resitve.

Prvo implementacijo postopnega ohlajanja za resevanje Il problema so raz-
vili Van Laarhoven in sod. (1992). Uporabili so okolico Hp, ki je enostavna za
implementacijo; njene slabosti, ki smo jih predhodno omenili, pa so povzrocile,
da so se kmalu pojavili u¢inkovitejsi postopki. Avtorji so tudi dokazali (zmotno,
kot je opisano v nadaljevanju) asimptoticno konvergenco postopka k optimalni
resitvi v primeru neskonc¢nega casa izvajanja; koncnim casom izvajanja naj bi

seveda ustrezale boljse ali slabSe blizu-optimalne resitve.

Matsuo in sod. (1988) uporabljajo bistveno uéinkovitejso okolico Hys. Poleg
boljse okolice je pristop prinesel tako imenovano strategijo gledanja nazaj in gleda-
nja naprej (ang. look back and look ahead strategy), ki je detektirala moznosti do-

datnega izboljSevanja urnikov s pregledovanjem medsebojnih odnosov tehnoloskih
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predhodnic in naslednic operacij na robovih kriti¢nih blokov ter s tem odkrivala
dodatne premike za zmanjSevanje izvrSnega casa, ki se v okolici neposredno ne

nahajajo.

Yamada in sod. (1994) so razvili metodo, ki so jo poimenovali postopno ohlaja-
nje s kriticnimi bloki (ang. critical block simulated annealing), kjer kriti¢ne bloke
tretirajo podobno kot Brucker in sod. (1994). To je bila novost pri uporabi po-
stopnega ohlajanja, saj so ostali postopki ostajali pri varni zamenjavi sosednjih
kriti¢cnih operacij na kriti¢ni poti.

Yamada in Nakano (1995a) sta izvedla postopno ohlajanje na osnovi gene-
riranja aktivnih urnikov (Giffler in Thompson 1960). Nadalje sta ista avtorja
v postopno ohlajanje integrirala reoptimizacijo urnikov na podlagi premikanja

ozkega grla (Yamada in Nakano 1996a).

Omenjene izboljsave so dajale boljSe in boljSe rezultate, vendar noben po-
stopek Se zdaleC ni kazal znakov konvergence k optimalnim resitvam, kot je to
napovedoval zgreseni dokaz Van Laarhoven in sod. (1992). Lastnost nekonver-
gence je bila tako ocitna (Sadeh 1996), da je bila razvita metoda napovedovanja
slabih rezultatov na podlagi empiri¢nega opazovanja prvih nekaj iteracij optimi-
zacije (Sadeh in Nakakuki 1997). Pojav je bil teoreti¢no pojasnjen Sele v zadnjem
casu, ko je Kolonko (1998) odkril, da je prislo do napake pri preureditvi dokaza,
ki velja za problem trgovskega potnika. Dokaz je veljaven le, ¢e ima uporabljena

okolica lastnost simetricnosti, ki je definirana na naslednji nac¢in.

Obstaja trenutna reSitev problema!? R(1), kateri pripada okolica H(1), ki
vsebuje premik x;. Ce ta premik izvedemo, dobimo novo resitev R(2), kateri
pripada okolica H(2). V primeru da uporabljena okolica izkazuje lastnosti sime-
tri¢nosti, mora H(2) vsebovati premik x5, s katerim se lahko vrnemo na prvotno

resitev R(1).

To v primeru trgovskega potnika vedno velja, pri problemu II; pa prakti¢no
nikoli; vse okolice, ki so zasnovane na podlagi kriticne poti, te lastnosti ne morejo

imeti, saj lahko po izvedbi kateregakoli premika poteka kriti¢na pot po povsem

2Definicije ne zelimo omejiti na probleme razvrséanja tehnoloskih procesov, zato nismo na-
pisali, da gre za urnik.
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drugem delu urnika in premaknjenih operacij sploh ne vsebuje. Za ilustracijo si

oglejmo urnik na sliki 4.1, ki je ponovitev slike 3.10.

M, | 4b | 2a | 1b | 3b |

Slika 4.1: Ponoven prikaz urnika vzoréne Il instance.

Denimo, da uporabljamo okolico Hp, v kateri se nahajajo premiki, ki zame-
njajo vrstni red naslednjih parov operacij: (4b,2a), (2a,1b), (1b,3b) in (3¢, 1c).
Ce sedaj izvedemo zamenjavo vrstnega reda operacij 3¢ in 1l¢, dobimo urnik na

sliki 4.2.

My | 4b | 2a | 1b | 3b |
Mo
Ms [ 4a | L2 | [ dc | [ 3¢ |

cas | v | e

Slika 4.2: Urnik po zamenjavi vrstnega reda operacij 3c in lc.

Opazimo, da nova kriti¢na pot ne poteka ve¢ skozi operacijo 1l¢, zato tudi v
okolici novega urnika, ki se glasi (4b,2a), (2a, 1b) in (1b,3b), ne obstaja reverzni
premik, ki bi povrnil prvotni vrstni red opazovanima operacijama. Ce se v nada-
ljevanju optimizacije izkaze, da je obravnavani premik zgresen, ga bo zelo tezko
popraviti. V tipicnem primeru bo do zamenjave prislo preko sekvence nekoreli-
ranih premikov, ki bodo zopet restavrirali kriticno pot skozi operaciji 1c in 3c,
pri tem pa bodo povzrocene dodatne spremembe na urniku, kar bo zelo verjetno

imelo negativne posledice.
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Zaradi nesimetri¢nosti okolice je problem II; skrajno neugoden za realizacijo
lokalnega iskanja oziroma vseh aproksimativnih postopkov, ki v zasnovi upora-
bljajo kriticno pot. Kolonko (1998) je demonstriral tezavo na primeru preproste
instance dimenzij 2 x 3, kjer se postopno ohlajanje izredno hitro ujame v lokalni
minimum, verjetnost pobega pa je zanemarljivo majhna, s ¢imer je podaljsevanje

optimizacije izguba casa.
4.6.4 Iskanje s tabu seznamom

Iskange s tabu seznamom (ang. tabu search) (Glover 1989, Glover 1995) je no-
vejSa in bistveno bolj uspesna metoda v primerjavi s postopnim ohlajanjem. V
delovanju ji je na dolocen nacin komplementarna. Prvi razlog za neucinkovitost
postopkov postopnega ohlajanja je v zahtevi po pocasnem manjSanju tempera-
ture, s ¢imer postanejo izvrsni casi optimizacije nesprejemljivo dolgi. Drugi razlog
se skriva v dejstvu, da so napredujoci premiki izbrani z verjetnostjo ena; v okolici
lokalnega minimuma so to ravno tisti premiki, ki preiskovanje vracajo nazaj v

lokalni minimum, zato je pobeg iz njega tezaven.

Tabu seznam uporablja za pobeg iz lokalnega minimuma inherentno drugacen
mehanizem, zaradi katerega ni samo mozno ampak tudi zazeleno, da se lokal-
nim minimumom priblizamo ¢im hitreje, ponavadi zgolj z izvedbo premikov, ki
izvrsni ¢as urnika manjsajo. Vsaki¢, ko premik izvedemo, uvrstimo na tabu se-
znam njemu inverzen premik, s ¢imer le-ta postane prepovedan za izvajanje to-
liko iteracij, kolikor je (vnaprej dolocena fiksna ali spremenljiva) dolzina seznama

(ang. tabu tenure).

Postopki lokalnega iskanja so ponavadi implementirani tako, da na tabu se-
znam ne uvrsSc¢ajo samih inverznih premikov, ampak atribute trenutne resitve,
ki jih premiki ne smejo restavrirati. Primer: operacija x se ne sme nahajati na
stroju pred operacijo y. Na ta nacin se bolj priblizamo pravi semantiki zastavlje-

nih prepovedi, ki jih tabu seznam vsebuje.

Postopek optimizacije je naslednji. Izhajamo iz zaCetnega (tipi¢no slabega)

urnika in izvedemo tisti premik v njegovi okolici, ki kriterijsko funkcijo najbolj
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izboljsa'?, inverzni premik pa uvrstimo na tabu seznam'#. V novem urniku po-
stopek ponovimo, dokler imamo na voljo napredujoc¢e premike. Ko dospemo do
lokalnega minimuma, se postopek konceptualno ne spremeni. Iz okolice izberemo
tisti premik izmed ne-tabu premikov, ki kriterijsko funkcijo najmanj poslabsa.
Ob izvedbi premika, ki urnik poslabsa, se velikokrat v okolici pojavi inverzni pre-
mik, ki nas vrne v lokalni minimum; brez uporabe tabu seznama bi postopek
tak premik na slepo izbral in obtical v lokalnem minimumu. S pomocjo tabu
seznama, ki u¢inkuje kot kratkotrajni pomnilnik (Glover 1989)!° oziroma zemlje-
vid pravkar prehojene poti, postopek ve, da takih premikov ne sme izbrati; izbere
drug premik in se s tem oddaljuje od lokalnega minimuma ter si tako zagotovi

relativno veliko verjetnost, da iz njega pobegne.

Mehanizem tabu seznama se prakticno vedno uporablja v kombinaciji z aspi-
racijsko funkcijo (ang. aspiration function), ki lahko ukine tabu status dolo¢enim
premikom, predvsem takrat, ko po izvedbi premika dobimo boljsi urnik od tre-

nutno najboljSega.

Eno prvih implementacij iskanja s tabu seznamom za resevanje problema II;
je objavil Taillard (1994). Uporabil je okolico Hp. Novost je bila estimacija
izvrsnih ¢asov urnikov po izvedbi premikov in ne dejanska evaluacija, ki zahteva
zamudno preracunavanje glav operacij. Na ta nacin ocene premikov sicer niso
bile natancne, dobljene pa so bile dosti hitreje, kar je omogocilo izvedbo bistveno
vecjega Stevila iteracij iskanja v enakem casovnem intervalu. V prispevku so
navedene zanimive izkuSnje z optimizacijo velikega stevila problemov razli¢cnih
dimenzij. Cim $tevilo opravil mocno preseze Stevilo strojev, postanejo instance
lazje. Instance z milijon operacijami ne predstavljajo velikega problema, ce Stevilo
strojev ni vecje od deset. Dejstvo gre pripisati velikemu Stevilu operacij, ki se

izvajajo na posameznih strojih. Njihova prisotnost zagotavlja, da je prakti¢no za

13Ker je zacetni urnik slabe kvalitete, napredujoéi premiki v okolici skoraj zanesljivo obsta-
jajo.

14y Mattfeld (1996) obstaja primerjava uspesnosti raznih strategij izbiranja naslednjih pre-
mikov, kot so najboljsi premik, naklju¢no izbran napredujoc¢i premik in prvi najdeni napredujoci
premik. Empiri¢no je pokazano, da pristop izbire najboljSega premika daje v povprecju naj-
boljse rezultate.

15V citiranem prispevku ter v Glover (1990) je prikazan tudi pomen srednjeroénega in dol-
goro¢nega pomnilnika pri izvajanju optimizacije, vendar njun opis presega obseg tega dela.
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vsak neizkoriS¢en casovni interval stroja mozno najti operacijo, ki le-tega zapolni.
Na ta nacin skoraj vedno naletimo na urnik, kjer je kriti¢ni stroj (to je stroj, na
katerem se konca vsaj ena kriti¢na pot) optimalno zapolnjen, kar pomeni, da
je zaradi povsem zapolnjenih zmogljivostnih omejitev dobljena resitev zanesljivo
optimalna; to pojasnjuje, zakaj so bile nekatere instance velikih dimenzij reSene
zelo hitro (poglavje 4.3). Ne preseneca dejstvo, da so najtezje instance kvadratnih

ali blizu kvadratnih dimenzij.

Dell’Amico in Trubian (1993) sta izdelala kvalitetno metodo za izdelavo
zacetne resSitve, ki urnik gradi hkrati od spredaj in od zadaj. Samo iskanje s
tabu seznamom uporablja ve¢ okolic, od katerih smo eno predhodno podrobneje
opisali (Hp). Ker njune okolice vsebujejo potencialno neizvedljive premike, de-
tekcija neizvedljivosti pa je zamudna, sta avtorja uporabila hiter postopek napo-
vedovanja neizvedljivosti; na ta nacin je neizvedljivost izvedljivega premika vcasih
lazno signalizirana, vazno pa je, da obratno ne drzi (neizvedljiv premik ni nikoli
prepoznan kot izvedljiv). Avtorja sta tudi generalizirala postopek ocenjevanja
izvrénih ¢asov premikov, saj je pristop Taillard (1994) uporaben le z okolico Hp

ali s katero drugo, ki vsebuje samo zamenjave sosednjih operacij na kriti¢ni poti.

Barnes in Chambers (1995) sta upostevala pomen razliénih zacetnih resitev
in sta pred pricetkom izvajanja tabu iskanja generirala ve¢ urnikov na podlagi

razli¢nih prioritetnih pravil.

Na prvi pogled izredno uc¢inkovito iskanje s tabu seznamom sta razvila av-
torja Nowicki in Smutnicki (1996), ki uporabljata izredno majhno okolico H .
V rezultatih sta objavila, da njun postopek resi problem ft10 v 30 sekundah na
racunalniku 386DX, vendar je podatek zavajujo¢. Kot izhodisce za tabu iskanje
je uporabljena dobra resitev, dobljena s postopkom Werner in Winkler (1995), ka-
tere casovna kompleksnost je enaka O(n3m?), pri cemer le-ta v prikazanih izvrsnih
casih ni bila upostevana. Kljub temu se je smatralo, da je njun postopek zelo
ucinkovit (Jain 1998), dokler niso podrobnejse studije pokazale, da je okolica Hy
premajhna (Jain in sod. 1999). Dobljene resitve so moc¢no korelirane z izhodiséno
resitvijo, kar pomeni, da uporabljena okolica ne omogoc¢a omembe vrednega od-
daljevanja izhodiscnega urnika k ostalim delom prostora resitev, ki so potencialno

obetajoci.
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Ten Eikelder in sod. (1997) so razvili tako imenovani metuljcek (ang. bowtie)
algoritem, s pomocjo katerega je bilo mozno hitrejse eksaktno preracunavanje glav
in repov operacij po izvedbi premikov na urniku. Postopek uporablja topolosko
zaporedje in temelji na dejstvu, da se glave in repi nekaterih operacij po izvedbi
premika ne spremenijo. Za primer si zopet oglejmo sliki 4.1 in 4.2, ki prikazujeta
urnik pred in po izvedbi zamenjave vrstnega reda izvajanja operacij 3c in lc.
Opazimo, da se vecina operacij ni premaknila. Natancneje, glave operacij, ki se
v rezultirajocem topoloskem zaporedju nahajajo pred premaknjeno operacijo (v
primeru premika v levo), se ne spremenijo. Analogna ugotovitev obstaja tudi za

repe operacij. Podobno je pri premiku operacije v desno.

Omenimo $e prispevek Pezzella and Merelli (2000), kjer je uspesno demon-
strirana integracija postopka premikanja ozkega grla v iskanje s tabu seznamom.
Vsakic, ko iskanje s tabu seznamom naleti na boljSo resitev od dosedaj znane, je

le-ta reoptimirana s postopkom premikanja ozkega grla.

Danes velja tabu iskanje za zelo uspesno meta-hevristicno metodo. Njena
slabost je lokalno delovanje v okolici trenutne resitve, zato se veckrat kombinira

z genetskimi algoritmi, ki te lastnosti nimajo.

4.6.5 Genetski algoritmi

Genetski algoritmi (ang. genetic algorithms) (Goldberg 1989) so zasnovani na
abstraktnem modelu naravne evolucije . Resitve problema'®, ki jim pravimo fe-
notipi (ang. phenotypes), so zakodirane v kromosomih (ang. chromosomes); kodi,
ki predstavlja doloceno resitev, pravimo genotip (ang. genotype). Vsakemu kro-
mosomu pripada vrednost prilagoditvene (ang. fittnes) funkcije, ki govori o tem,
kako dobro je kromosom prilagojen na okolje (v primeru II; problema bi vecja
vrednost prilagoditvene funkcije pripadala kromosomom, ki vsebujejo urnik s
krajsim izvrsnim c¢asom).

Optimizacija se izvaja v obliki evolucije. Na zacetku se naklju¢no ali na drug

nacin inicializira populacija (ang. population) kromosomov. Njena velikost ozi-

16Razlage v tej fazi ne zelimo omejiti na kombinatori¢ne optimizacijske probleme, zato upo-
rabljamo splosni pojem resitev problema.
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roma Stevilo kromosomov se tipi¢no dolo¢i vnaprej. Kromosomom se priredi vre-
dnost prilagoditvene funkcije (pri tem je potrebno genotip odkodirati v fenotip in
kvaliteto resitve ovrednotiti); kromosomi, ki kodirajo fenotip z boljso vrednostjo
kriterijske funkcije, imajo vec¢jo vrednost prilagoditvene funkcije. V naslednjem
koraku nastopi selekcija (ang. selection) (analogija naravnega izbora), s katero
se tvori nova populacija. V le-to vstopajo kromosomi naklju¢no, s tem, da se

verjetnost njihove izbire veca, z vec¢jo vrednostjo prilagoditvene funkcije.

Nova populacija je podvrzena dvema genetskima operatorjema, ki ju ime-
nujemo kriZanje (ang. crossover) in mutacija (ang. mutation). Cilj krizanja
je zdruzevanje lastnosti dveh kromosomov med seboj v nov genotip (in njemu
ustrezni fenotip). Vloga mutacije je v vpeljavi novih oziroma s selekcijo izgublje-
nih, genetskih vzorcev v populacijo, s ¢imer imamo moznost preiskovanja SirSega
podrocja prostora resitev. Kromosomi vstopajo v oba operatorja naklju¢no na
podlagi vrednosti njihovih prilagoditvenih funkcij. Genetskim operatorjem zo-
pet sledi selekcija. Celoten postopek evolucije se ponavlja, dokler ni izpolnjen
terminacijski pogoj, ki je ponavadi predefinirano stevilo evolucijskih ciklov brez

izboljsave najboljsega kromosoma.

Ideja genetskih algoritmov je v vzpostavitvi generi¢nega optimizacijskega
orodja, s katerim naj bi bilo mozno resevati velik spekter optimizacijskih pro-
blemov. Osnovni skelet je vedno enak; vse kar je potrebno storiti ob prilagoditvi
algoritma na specificen optimizacijski problem, je definirati ustrezen genski zapis
fenotipov in izbrati ustrezno prilagoditveno funkcijo, ki utelesa kriterijsko funk-
cijo problema. V uvodnem poglavju knjige Handbook of Genetic Algorithms (Da-
vis 1991) je poudarjeno, da predstavlja prilagoditvena funkcija edino znanje, ki ga
genetski algoritmi potrebujejo pri reSevanju specificnega problema. Sam genski
zapis in z njim povezano dekodiranje kromosomov v fenotipe sicer izkazujeta spe-
cificnost problema, vendar je pri vsakem problemu mozno najti ve¢ kodnih shem,
s ¢imer pomen le-teh ni v ospredju. Drugi avtorji (na primer Rawlins 1991)
poudarjajo, da je tako razmisljanje zavajujoce, saj je uspeh genetskih algorit-
mov mocno odvisen od izbire kodne sheme. Izkaze se, da uspesne kodne sheme

vkljuc¢ujejo ve¢ specificnega znanja o problemu. Rawlins (1991) podaja mnenje,
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da so genenetski algoritmi brez vgrajenega specificnega znanja o problemu enako

uspesni kot nakljuéno preiskovanje prostora resitev.

Ob vpeljavi genetskih algoritmov kot orodju za optimizacijo, so bile raziskave
intenzivno usmerjene v probleme iskanja minimuma ali maksimuma dolo¢ene

funkcije neodvisnih spremenljivk. Kot primer si poglejmo naslednjo funkcijo:
[ =a1z1 + agxa + - + anT,.

Oznake aq, ..., a, predstavljajo koeficiente, x1,...,z, pa binarne spremenljivke.
Cilj optimizacije je poiskati tako konfiguracijo spremenljivk x;, da bo vrednost

funkcije f najvecja.

V takem primeru so kromosomi prakti¢no vedno nizi n stevk, ki lahko zavza-
mejo vrednost 0 ali 1. Kromosomom priredimo vrednost prilagoditvene funkcije
tako, da izracunamo funkcijo f s konfiguracijo spremenljivk, ki je v kromosomu

7. Ob krizanju izberemo dva kromosoma in novega tvorimo tako, da

zapisana!
dolocene odseke genskega zapisa preslikamo vanj iz prvega roditelja, ostale od-
seke pa iz drugega. Ob mutaciji nekaj nakljucno izbranim genom zamenjamo

vrednosti.

Opisani postopek se zdi kar prevec¢ enostaven, da bi v praksi lahko deloval. V
Goldberg (1989) si lahko ogledamo teoreticno utemeljitev delovanja takega kon-
cepta optimizacije s pomoc¢jo mocno citiranega teorema o shemah (ang. schema
theorem). Ob uporabi neodvisnih spremenljivk (v gornjem primeru) naj bi teorem
o shemah teoreti¢no utemeljil preiskovanje prostora resitev z genetskimi algoritmi

kot optimalnega v smislu verjetnosti odkritja najboljSe resitve v omejenem casu.

Pri uporabi genetskih algoritmov za resevanje kombinatori¢nih optimizacij-
skih problemov (Gen in Cheng 1997) se stvari mocno zapletejo. Resitev vecine
problemov v tej skupini ni mogoce zakodirati z nizom neodvisnih simbolov. Za
problem IIj navedimo naslednji primer. Denimo, da posamezni geni vsebujejo in-
dekse operacij, katere le-ti ponazarjajo. Vsaka operacija nastopa v urniku samo

enkrat, torej lahko vsak indeks nastopa samo enkrat v genskem zapisu. Tako geni

"Ponavadi ob tem opravimo tudi skaliranje vrednosti prilagoditvene funkcije, ki prepreéi
izrazito odstopanje manjsega Stevila izredno dobrih kromosomov, s ¢imer bi ostali del populacije
ob selekciji odmrl (Goldberg 1989).
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med seboj niso neodvisni (Davis 1985a, 1985b), s ¢imer odpade osnovna pred-
postavka, na kateri sloni teorem o shemah. Ustrezna teorija, ki bi obravnavala
probleme, ki jih lahko zakodiramo samo z medsebojno odvisnimi geni, danes Se

ne obstaja.

Tudi realizacija genetskih operatorjev se zaradi odvisnosti genov moc¢no za-
plete. Mutacija ne sme izbranemu genu naklju¢no spremeniti vrednosti, saj bi
s tem urnik postal neizvedljiv, ker bi veckrat vseboval isto operacijo. Ena od
moznosti v takem primeru je zamenjava vrednosti dveh genov, s ¢imer izpolnimo
zahtevo, da nastopa indeks vsake operacije v kromosomu samo enkrat. Pri tem
pa zopet nimamo prostih rok, saj operacije v kromosomu ne smemo premakniti
pred njeno tehnolosko predhodnico ali za njeno tehnolosko naslednico. Izvedba

ustreznega operatorja krizanja je Se bistveno zahtevnejsa.

Izkaze se, da razlicni kombinatori¢ni optimizacijski problemi, zahtevajo
razlicno zapletene kodne sheme. V primeru trgovskega potnika so se uspesne
kodne sheme pojavile relativno hitro (Grefenstette in sod. 1985, Goldberg in Lin-
gle 1985). Problem I1j se je tudi v tem pogledu izkazal za mnogo tezjega. Iskanju
ustreznega genskega zapisa in njemu primernih genetskih operatorjev je namenilo
pozornost veliko raziskovalcev. Rezultat prizadevanj je vecje stevilo kodnih shem,

ki jih lahko razdelimo v devet skupin (Cheng in sod. 1999a, 1999b).

Eno najzgodnejsih kodnih shem je razvil Davis (1985b). Njegov pristop je
imel veliko slabost, da so kromosomi lahko ponazarjali samo bez-¢akalne urnike,
ki ne vsebujejo vedno optimalne resitve. Della Croce in sod. (1995) so skusali
slabost omiliti z uporabo tehnike gledanja naprej (ang. look-ahead technique), s
katero so brez-cakalni urnik skusali pretvoriti v aktivnega. Pristop Se vedno ni
jamcil, da je mozno zakodirati vse aktivne urnike. Kljub temu so avtorji s tem

postopkom generirali urnik z izvrsnim ¢asom 946 za problem ft10.

Nakano in Yamada (1991) sta uporabila binarno kodno shemo, kjer vsakemu
paru operacij w, in wy na istem stroju priredimo binarni gen. Ko se operacija w,
izvaja pred operacijo wy, je ustrezni gen nastavljen, v nasprotnem primeru je
izbrisan. Slabost takega zapisa je veliko sStevilo potrebnih genov, saj v primeru

pravokotne instance dimenzij n X m potrebujemo mn(n — 1)/2 binarnih simbo-
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lov. S takim zapisom lahko trivialno predstavimo vse pol-aktivne urnike, kar
je bistvena prednost pred pristopom Della Croce in sod. (1995). Velika tezava
proste izbire vrednosti vsakega gena je moznost kodiranja neizvedljivih urnikov.
Avtorja sta razvila postopek imenovan harmonizacija (ang. harmonization), s
katerim sta skusala neizvedljivi kromosom pretvoriti v kar se da podoben izve-
dljivi kromosom. Pri resevanju problema ft10 sta generirala urnik z izvr$nim

casom 965.

Ista avtorja sta leto kasneje (Nakano in Yamada 1992) predlagala kodni zapis,
kjer posamezni geni predstavljajo koncni ¢as izvajanja ustrezne operacije, zaradi
Cesar so kromosomi bistveno krajsi (mn genov namesto mn(n —1)/2). Genetske
operatorje sta kombinirala z algoritmom Giffler in Thompson (1960) za izgradnjo
aktivnih urnikov, s ¢imer sta odpravila moznost neizvedljivih kromosomov. S tem

pristopom sta zgradila urnik z izvrsnim c¢asom 930 za instanco problema ft10.

Fand in sod. (1993) so opazili zanimiv fenomen. Med potekom evolucije
zacetni deli kromosoma konvergirajo hitreje od zadnjih. Posledica tega je, da iz-
vajanje krizanja v zacetnem delu kromosomov vodi v veliko Stevilo laznih krizanj,
saj med seboj krizamo identi¢ne dele kromosomov. Poleg tega so mutacije v za-
dnjih delih kromosomov manj uc¢inkovite, ker se kromosomi tam tako ali tako
mocno spreminjajo. Avtorji so zaradi tega porazdelili ve¢ji delez krizanj v zadnji
del kromosoma, mutacije pa so pogosteje izvajali v sprednjem delu. Empiri¢no
so demonstrirali ve¢jo ucinkovitost takega izvrsevanja genetskih operatorjev v
primerjavi z uniformno porazdeljenim delovanjem. Za problem ft10 so uspeli

zgraditi urnik z izvrSnim ¢asom 947.

Do danes najuspesnejso kodno shemo je predlagal Bierwirth (1995). Kromo-
som je niz ny genov, ki vsebujejo opravilo, kateremu pripada operacija, ki jo
ponazarja gen. Urnik se gradi na pol-aktiven nacin od zacetka kromosoma na-
prej. Ob dekodiranju gena se ugotovi, katera operacija v vsebovanem opravilu
je naslednja za uvrstitev v urnik; uvrsti se jo na mesto, ki ga dolocata njena
tehnoloska predhodnica in predhodnica na stroju. Najpomembnejsa lastnost te
sheme je, da je z njo mozno zakodirati vse pol-aktivne urnike. Njena dodatna

dobra stran je relativno preprosta izvedba genetskih operatorjev (Bierwirth in
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sod. 1996). Mutacijo lahko izvedemo s preprosto zamenjavo vsebine dveh genov;
na tehnoloske predhodnice in naslednice operacij ni potrebno paziti, ker geni ne
vsebujejo operacij, ampak le informacijo o pripadnosti opravilu. Pri resevanju

problema ft10 so Bierwirth in sod. (1996) dosegli rezultat 936.

Zanimiv poskus z genetskimi algoritmi so izvedli Mattfeld in sod. (1994).
Kromosomom so priredili dolo¢ene atribute socialnega obnasanja. Posamezni
kromosomi v populaciji so bili prostorsko razporejeni, s ¢imer je vsak kromosom
dobil dolo¢eno stevilo sosedov!®. Krizanje poteka samo med kromosomi v njihovi
okolici, s ¢imer je delno preprecena prezgodnja konvergenca populacije k izrazito
izstopajocim posameznikom, kar je velik problem klasi¢nih genetskih algoritmov
(Baker 1985). Poleg tega so kromosomi primerjali svoje prilagoditvene funkcije
s sosedi in se obnasali razlicno glede na njihovo relativno uspesnost proti okolici.
Zadovoljni kromosomi so tezili k temu, da ohranijo svoj genetski material, med-
tem ko so slabsi primerki tezili k spremembam. Empiricno so demonstrirali, da
je tak pristop zelo robusten in se dobro obnese tudi na vec¢jih problemih od ft10,

za katerega so uspeli dobiti urnik 930.

Podoben eksperiment moc¢nega posnemanja naravnega dogajanja sta izvedla
Feyzbakhsh in Matsui (1999), ki ga omenjamo, ¢eprav ni namenjen reSevanju
problema II;. Kromosomom sta priredila nov atribut starosti ter posameznikom
dolocila zivljensko dobo. Uvedla sta genetski operator smrt (ang. death), ki v
vsaki populaciji odstrani nekaj kromosomov, ki so izbrani nakljuéno na podlagi
njihove starosti. V odvisnosti od starosti se tudi izbirajo kromosomi za krizanje,
za razliko od klasi¢nih implementacij genetskih algoritmov, kjer sta kromosoma za
krizanje izbrana zgolj na podlagi prilagoditvene funkcije. Mutaciji so podvrzeni

samo novo nastali kromosomi po krizanju.

4.6.6 Genetsko lokalno iskanje

Predhodno smo spoznali nekaj primerov implementacije genetskih algoritmov za

resevanje IIy problema. IzkuSnje na podlagi empiricnih rezultatov kazejo, da

8Do sedaj ni polozaj v populaciji igral nobene vloge. Kromosomi so bili izbrani za delovanje
genetskih operatorjev naklju¢no, zgolj na podlagi njihove prilagoditvene funkcije.
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ti algoritmi preiskujejo prostor resitev robustno in niso podvrzeni problemu lo-
kalnih minimumov. Kljub temu je z njimi tezko doseci solidne blizu-optimalne
resitve, ker tak nacin preiskovanja ni primeren za natancno priblizevanje opti-
malnim resitvam (Grefenstette 1987). Resitev ponujajo hibridne metode, kjer
genetske algoritme zdruzimo z eno od oblik lokalnega iskanja. Tem metodam, ki
izkazujejo zelo solidne rezultate, pravimo genetsko lokalno iskanje (ang. genetic
local search). Njihova uspesnost ne preseneca, saj lokalno iskanje integrira zajetno
kolicino specificnega znanja o optimizacijskem problemu v postopek optimizacije.
Podroben pregled genetskega lokalnega iskanja podaja Mattfeld (1996). Na tem

mestu omenimo naslednje prispevke.

Grefenstette (1987) je pri reSevanju problema trgovskega potnika vsak kro-
mosom, ki je bil rezultat genetskih operatorjev, uporabil kot izhodis¢no resitev
za izvedbo lokalnega iskanja. Na ta nacin populacija vsebuje samo resitve, ki se
nahajajo v moc¢nih lokalnih minimumih, v katere gravitirajo iz Sirokega okoliskega
podrocja. Verjetnost odkritja optimalnih ali blizu-optimalnih resitev je tako pre-

cej veCja kot pri klasiéni izvedbi genetskih algoritmov.

Za resevanje problema IIj sta Dorndorf in Pesch (1995) predlagala dva po-
stopka genetskega lokalnega iskanja. V prvi izvedbi so v genih zakodirana pri-
oritetna pravila, s katerimi se doloca izgradnja urnika. Uporabljen je algoritem
generiranja aktivnih urnikov (Giffler in Thompson 1960), kjer se na podlagi prio-
ritetnih pravil izbirajo operacije ob konfliktih. S to izvedbo sta sestavila urnik z
izvrSnim ¢asom 960 pri resevanju problema ft10. Druga izvedba uporablja kro-
mosome, ki imajo toliko genov, kolikor strojev problem vsebuje. Le-ti dolocajo
zaporedje izbire stoja, ki predstavlja ozko grlo pri optimizaciji s premikanjem oz-
kega grla (Adams in sod 1988). Pri resevanju problema ft10 sta sestavila urnik

7 1zvrSnim casom 938.

Yamada in Nakano (1996a,b) sta izvedla zanimiv operator krizanja, ki je v za-
snovi iterativen in poteka na naslednji nacin. Izbrana sta dva kromosoma. Pred
zacetkom krizanja je rezultirajoc¢i kromosom enak enemu od starSev. V posa-
meznih korakih krizanja se temu kromosomu dolo¢i okolico. Posamezne resitve

v njej se indeksirajo na podlagi razdalje (oziroma mere razlicnosti) do drugega
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starsa. Iz okolice se naklju¢no izbere eno od resitev, vendar s tendenco, da so
pogosteje izbrane tiste resitve, ki so blizje drugemu starsu. Sprejetje nove resitve
je nadalje odvisno od rezultirajocega izvrSnega casa. Rezultat krizanja je naj-
boljsi kromosom, ki je generiran po vnaprej dolocenem Stevilu iteracij. Avtorja

sta uspela zgraditi urnik z izvrsnim ¢asom 930 za problem ft10.

Genetsko lokalno iskanje je zelo uspesna aproksimativna metoda reSevanja
kombinatoriénih optimizacijskih problemov, vendar je teoreti¢no Se neraziskana.
Mattfeld (1996) poudarja, da teorem o shemah za tak pristop ne velja, ker lokalno
iskanje uni¢i mnogo shem v populaciji s tem, ko kromosome oziroma pripadajoce
resitve potiska v lokalne minimume. Empiriéni rezultati kazejo, da se s tem
kvaliteta reSitev moc¢no poveca, ¢as optimizacije pa obcutno zmanjsa, vendar

ustrezna teorija, ki bi ta fenomen pojasnila, Se ne obstaja.
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5. Popravljalna tehnika

V predhodnih poglavjih je bilo omenjenih veliko postopkov aproksimativnega
reSevanja II; problema. Na podlagi empiriénih rezultatov, ki so jih avtorji dosegli,
lahko zaklju¢imo, da so najuspesnejsi tisti postopki resevanja, ki uporabljajo tako

ali drugacno obliko tehnike lokalnega iskanja.

Kljub nesporni perspektivnosti takega pristopa za resevanje Stevilnih kombi-
natori¢nih optimizacijskih problemov, naleti lokalno iskanje na veliko oviro prav
pri problemu IIy. Tezava nastane zaradi obstoja neizvedljivih urnikov, o ¢emer
smo govorili v poglavjih 2.1, 3.2, 3.7 in 4.6.1. Vzrok za neizvedljivost dolo¢enih
kombinacij izvajanja operacij po strojih so izkljuéno tehnoloske omejitve med ope-
racijami. Pri problemih, kot so trgovski potnik in ve¢ina problemov razvrscanja

opravil na enem stroju, neizvedljivosti resitev v tem smislu ne poznamo.

Delo je usmerjeno v omejevanje tezav, ki jih neizvedljivost urnikov povzroca
postopkom lokalnega iskanja. V nadaljevanju so najprej opisani ustaljeni prijemi
preprecevanja neizvedljivosti in njihove slabosti (poglavje 5.1), nato pa sledi opis
popravljalne tehnike, ki je nas odgovor na obravnavani problem. Klju¢na novost
je vpeljava dodatnega nivoja v postopke lokalnega iskanja, s ¢imer je omogoceno

varno izvajanje poljubnih premikov na urniku (poglavje 5.2).
5.1 Dosedanji pristopi k izogibanju neizvedljivosti

Ce naredimo pregled nad dosedanjimi postopki lokalnega iskanja za resevanje
IT; problema, ugotovimo, da so se skozi zgodovino razvoja formirali trije pristopi
izogibanja neizvedljivim urnikom. Prva moznost je uporaba okolice, za katero
izvedljivost inherentno velja; z nobenim premikom v njej ne moremo izvedljivega
urnika spremeniti v neizvedljivega. Primeri takih okolic so Hpg, Hys in Hy. Oko-
lica Hjs ni ve¢ atraktivna (poglavje 4.6.1), tako da ostajata v igri le preostali
dve. Kot smo omenili v poglavju 4.6.4, je bilo za okolico Hy ugotovljeno, da
je premajhna in da ne vsebuje mnogih premikov, ki so za optimizacijo potenci-
alno koristni. Kljub temu pa ostaja privla¢na zaradi svoje majhnosti in veliko

raziskovalcev ravno zaradi te lastnosti intenzivno dela z njo.
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Druga do sedaj implementirana moznost izogibanja neizvedljivim urnikom je
delo s potencialno neizvedljivo okolico, iz katere neizvedljive premike sproti od-
stranjujemo. Tak primer je okolica Hy . Slaba stran tega pristopa je, da zavrzemo
premike, ki so lahko za optimizacijo koristni. Premik, ki je v tem trenutku ne-
izvedljiv, se lahko v nadaljevanju izkaze za nujno potrebnega pri doseganju op-
timalnega urnika. Kot smo videli v poglavju 2.1, je neizvedljivost premika na
nekem stroju pogojena z razporeditvijo operacij na ostalih strojih, zato neizve-
dljivost sama zase ne more biti kriterij pri selekciji nekoristnih premikov. S tem,
ko neizvedljive premike odstranimo iz okolice, zmanjSamo mo¢ lokalnega iskanja,
ki ni ve¢ sposobno tako ucinkovitega preiskovanja prostora resitev, kot bi lahko

bilo, ¢e bi imelo na voljo celotno okolico.

Tretji pristop pri izogibanju neizvedljivosti je modifikacija neizvedljivih pre-
mikov, ki rezultira v povrnitvi izvedljivosti. Omenjeno idejo utelesa okolica Hp,

ki se izkaze za boljso od ostalih obravnavanih okolic.

Slabosti okolic ‘Hy in Hy so dovolj ocitne, da smo jih lahko opisali v tem
kratkem pregledu. Okolicama Hp in Hp pa posvecamo podrobnejso diskusijo, ki

sledi v nadaljevanju.

5.1.1 Slabosti okolice Hpg

Okolica Hp vsebuje bistveno ve¢ premikov od okolice Hy in izkazuje lastnost
povezljivosti, zato ji ne moremo ocitati, da je premajhna. Njena izrazito slaba
lastnost je doseganje povezljivosti z mnozico premikov, ki za optimizacijo niso
najbolj primerni. Videli smo, da postopek lokalnega iskanja izbira premike iz
okolice v odvisnosti od dejanskih ali ocenjenih izvrsnih ¢asov urnika. Tu na-
stopi tezava, ker zaradi veljavnosti teorema 4 (poglavje 3.7.2) noben premik v
mnozici Hp\Hy ne more zmanjsati izvrsnega ¢asa sam zase. Posledica je, da so
premiki v tej skupini pri izvajanju optimizacije potisnjeni v ozadje. Se zdale¢ pa
ta mmnozica premikov ni nekoristna, saj brez nje v vecini primerov optimalnih ali
blizu-optimalnih resitev ne moremo doseci, ¢etudi poznamo najboljSe zaporedje

izvajanja premikov, ki obstaja.
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Druga sibka tocka okolice Hp je, da postopek lokalnega iskanja, ki je zasnovan
na njeni podlagi, ni usmerjen v premike ne-prvih (ne-zadnjih) operacij v kritiénih
blokih na zacetek (konec) kriticnega bloka, kar bi moralo drzati zaradi veljav-
nosti teorema 4. Ce bi postopek vseeno uspeli zasnovati na nacin, ki to dejstvo
uposteva, bi za dosego cilja potrebovali nesmotrno veliko premikov zaradi vsako-
kratnega preracunavanja glav in repov operacij ter iskanja kriticne poti v grafu,
kar pomeni pocasno izvajanje optimizacije. Za ilustracijo si oglejmo naslednji
primer na sliki 5.1, kjer zelimo v zac¢etnem urniku premakniti operacijo 2a na
stroju M za operacijo 3b. S pomocjo slike 5.1, kjer je prikazan podroben potek

dogajanja, se lahko prepricamo, da je potrebnih premikov nepricakovano veliko.

Obravnavani premik sam zase povzroci neizvedljivost urnika iz istega razloga,
kot se to zgodi pri premiku operacije 3b pred operacijo 2a (poglavje 2.1); zato
so pri izvedbi premika potrebni vmesni koraki. V izhodisénem urniku vsebuje
okolica Hp naslednje zamenjave: ((4b,2a), Q(2a,1b), Q(1b,3b) in Q(3c,2¢). K
cilju se priblizamo z izvedbo zamenjave @Q(2a,1b), s ¢imer pridemo do prvega
vmesnega koraka. Novo nastala kriticna pot poteka preko operacij 20 in 3a, za-
radi Gesar se neizvedljiva zamenjava Q(2a,3b) ne nahaja v okolici. Ce zelimo
operacijo 2a priblizati operaciji 3b, s ciljem da bomo zamenjali njun vrstni red,
nam ne preostane drugega, kot da premaknemo operacijo 3a v levo ali opera-
cijo 2b v desno. Odloc¢imo se za slednjo pot in izvedemo zamenjavo (Q(2b,4c) ter
tako dosezemo drugi vmesni korak. Operaciji 3b in 2a Se vedno nista sosednji na
kritiéni poti, zato nadaljujemo s premikom operacije 2b v desno; izvedemo zame-
njavo Q(2b, 3a), s ¢imer smo dobili urnik tretjega vmesnega koraka. Operaciji 2a
in 3b sta sedaj sosednji na kritic¢ni poti, zato je njuna zamenjava varna in ne more

povzrociti neizvedljivega urnika.

Zgled nazorno demonstrira, kako sprememba kriticne poti ob vmesnih premi-
kih poskrbi, da operaciji, katerih zamenjava bi povzrocila neizvedljivost urnika,
nista na njej nikoli sosednji; s povrsnim pogledom na urnik v za¢etnem stanju, bi
sklepali, da moramo opraviti samo zamenjavi Q(2a, 1b) in nato Q(2a, 3b), vendar
je po prvi zamenjavi nastal med operacijama 2a in 3b nov kriticni blok {2b, 4¢, 3a},

ki je neizvedljivo zamenjavo preprecil.
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zacetno stanje

My [ ab | 2a | 1b | 3b |

prvi vmesni korak

My Lab |  1b | 2a |

drugi vmesni korak

My Lab | b | 2a]
My | 1a | [dc]

cas | oo | I T I I I N T R T B
0 5 10 15 20 25 30
tretji vmesni korak
M,y [ 4b | 1b | 2a | 3b |
My | 1a | | 4c [ 3a |
Ms
as | v | [ R O R A T N T O

konéno stanje

M, [ 4b | 1b | 3b | 2a |

My [ da_ | [ 4c [ 3a |

Mz | 4a | L te | [ 3 | [ 2 |

cas | oo | R T A T R Y B A A O IO
0 5 10 15 20 25

Slika 5.1: Premik operacije 2a za operacijo 3b z uporabo okolice Hpg.
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Veliko stevilo vmesnih premikov ima za posledico neuc¢inkovito izvajanje op-
timizacije. Pri tipi¢ni implementaciji lokalnega iskanja so posamezne iteracije
med seboj neodvisne, zgled pa nazorno kaze, da bi morale delovati sinergi¢no. V
dejanskih razmerah nimamo nobenega zagotovila, da bo postopek optimizacije
opravil celotno zaporedje premikov, ki je prikazano. Bolj realisticna je situacija,
kjer v katerem od vmesnih korakov dobi nek nekorelirani premik boljso oceno in je
zaradi tega izbran za izvedbo, s tem pa postopek optimizacije zavije na stransko
pot, kjer prvotna zamenjava )(2a, 1b) ne igra nobene vloge in v veliko primerih

pomeni izgubo ¢asa.

Nadalje lahko ugotovimo, da ima kon¢ni urnik krajsi izvrsni ¢as, urnik v prvem
vmesnem koraku pa daljSega v primerjavi z zacetnim urnikom. Zato je malo
verjetno, da bi se postopek lokalnega iskanja sploh odlocil za zamenjavo Q(2a, 1b),
¢eprav preko nje lahko dosezemo boljsi urnik!. Zaradi kratkovidnosti delovanja
bi do izvedbe te ali podobne zamenjave prislo Sele, ko bi bile ostale moznosti

izCrpane; na primer, ko bi imeli vsi premiki v mnozici premikov Hy tabu status.

Dejstvo, da noben premik v mnozici Hp\Hxy ne more zmanjsati izvrinega
Casa sam zase, ima za posledico, da je okolica Hp mocno podvrzena problemu
lokalnih minimumov, iz katerih je pobeg tezaven, ker postopek optimizacije nima

jasne predstave o tem, na kakSen nacin naj se izvrsni ¢as zmanjsa.

5.1.2 Prednosti in slabosti okolice Hp

Okolica ‘Hp resuje problem neizvedljivosti bistveno ucinkoviteje od okolice Hp.
Ker je tendenca vsakega vsebovanega premika umik dolocene kriti¢ne operacije
izven kriti¢nega bloka, so vsi premiki v zasnovi napredujoc¢i. V primeru, da
premik ni izvedljiv, se le-tega omeji na mesto, kjer je izvedljivost ohranjena. Tak
premik izgubi moznost, da bi sam zase zmanjSal izvrsni ¢as urnika, zato zanj
veljajo enake ugotovitve, kot smo jih v prejsnjem razdelku navedli za premike v
mnozici Hg\Hy. Izkaze se, da je takih premikov bistveno manj kot v primeru

okolice 'Hp, zaradi cesar je tudi uspeh lokalnega iskanja z okolico Hp vecji.

1V tem primeru je sicer boljsa zamenjava Q(4b,2a) € Hy, ki sama zase zmanjsa izvrsni
¢as urnika, vendar je to zgolj posledica dejstva, da se izhodis¢ni urnik ne nahaja v lokalnem
minimumu glede na okolico H; v nasprotnem primeru tak premik ne bi obstajal.
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Vrnimo se na predhodno obravnavani primer, kjer Zelimo v za¢etnem urniku

izvesti premik operacije 2a za operacijo 3b. Slika 5.2 prikazuje potek dogajanja

pri doseganju zastavljenega cilja.

zacetno stanje

My [ ab | 2a | 1b | 3b |

prvi vmesni korak

My Lab | 16 | 2a]
Mz

drugi vmesni korak

My [ 4b | 1b [ 2a | 3b |

My | 1a | [de]3a]

Ms

cas | oo | T T T O O R I I I
0 5 10 15 20 25

konéno stanje

M,y [ 4b | 1b | 3b | 2a |

Mo | 1a | [de]3a]

Ms [te | [ | [ 2¢ |

cas | oo | [ N T N N N A
0 5 10 15 20 25

Slika 5.2: Premik operacije 2a za operacijo 3b z uporabo okolice Hp.



5.1 Dosedanji pristopi k izogibanju neizvedljivosti 89

Okolica Hp, ki pripada zacetnemu urniku, je v osnovi in brez upostevanja
neizvedljivosti premikov naslednja: Qr,(2a,4b), Qr.(1b,4b), Q1,(3b,4b), Qp(1b, 3b),
Qp(2a,3b), Qp(4b,3b) in Q(3c,2c). Premika Qp(2a,3b) in Qr,(3b,4b) sta neizve-
dljiva zaradi medsebojnega odnosa operacij 2b in 3a na stroju Ms; ta premika
spremenimo v Qp(2a,1b) in Qp(3b,1b), s c¢imer so vsi premiki v okolici izve-
dljivi. Spremenjena premika sama zase nista potencialno napredujoca, ostali pa
to lastnost imajo. V okolici Hp zacetnega urnika se tako nahaja pet potencialno
napredujocih in dva nenapredujoca premika. Za okolico Hpg bi podobno ugotovili,

da vsebuje tri potencialno napredujoce in en nenapredujoci premik.

Na prvi pogled okolica 'H g ne zaostaja bistveno za okolico Hp, saj je razmerje
napredujocih premikov proti nenapredujo¢im celo bolj ugodno zanjo. Vendar
je treba upostevati, da pri vec¢jih instancah problema postanejo kriticni bloki
daljsi, s tem pa okolica Hp pridobiva samo nenapredujoce premike, medtem ko
se pri okolici Hp razmerje ne spreminja bistveno. Kljub temu je bolj vazno samo
stevilo napredujoc¢ih premikov, saj ve¢ja mnozica le-teh pomeni manj lokalnih
minimumov s staliS¢a implementirane okolice, zato je tudi v nasem primeru, ki
obravnava pretirano majhno instanco problema, okolica Hp brezpogojno boljsa

od okolice Hp.

Zasledujmo sedaj dogajanje na urniku pri izvajanju zastavljenega cilja. Prvi
vmesni korak dosezemo z izvedbo premika Qp(2a, 1b), kar je povsem enaka spr-
memba na urniku, kot smo jo naredili z uporabo okolice Hg. V naslednjem
koraku pa opazimo pomembno razliko. Nova okolica vsebuje premik Qp(20,3a),
s ¢imer odpade vmesni korak Qp(2b,4c). Tokrat smo prihranili samo en premik,
vendar bi v primeru vecjih instanc z ve¢jimi kriticnimi bloki razlika postala mocno
opazna, saj lahko operacija ob uporabi okolice Hp v najboljSem primeru preskoci

celotni kritiéni blok, pri okolici Hp pa mora vedno preskakovati po eno operacijo.

Kljub nespornim prednostim okolice Hp pred okolico Hpg in ostalimi omenje-
nimi okolicami, problem neizvedljivosti Se vedno ni reSen. Prva tezava nastane pri
detekciji neizvedljivosti premikov, ki jo moramo nujno opraviti pri vsakokratni
izgradnji okolice. Za vsak premik moramo ugotovili, ali je izvedljiv in ¢e ni, do

katerega mesta ga moramo omejiti, da se mu izvedljivost vrne.
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Eksaktno ugotavljanje izvedljivosti oziroma neizvedljivosti premika Qp(u,v)
ali Qr(u,v) zahteva ¢asovno kompleksnost O(|7 (u,v)|), za kar sta Dell’Amico in
Trubian (1993) ugotovila, da je prepotratno. Namesto tega sta razvila hitro oceno
neizvedljivosti, ki v¢asih povsem izvedljiv premik prepozna kot neizvedljivega. To
dejstvo Ze samo zase govori, da problem neizvedljivosti z uporabo okolice Hp Se

zdaleé ni resen.

5.2 Ideja popravljalne tehnike

Opazovanje dogajanja ob zadnjih dveh primerih premikanja kriti¢ne operacije
izven kriticnega bloka nakazuje vsaj eno moznost izboljsave dosedanjih postopkov
lokalnega iskanja, ki so zasnovani na dvonivojski ureditvi, kakor je prikazano na

sliki 5.3.

izbira premikov

zahtevani
premik

Y

izvajanje premikov

Slika 5.3: Dvonivojska zasnova lokalnega iskanja.

Vis§ji nivo izbira premike v okolici, ki se na urniku izvrsijo, nizji nivo pa izbrane
premike dejansko izvede. Problem take zasnove je v nezmoznosti ustreznega rea-
giranja ob uporabi neizvedljivih premikov, kjer je potrebno, kakor smo predhodno
videli, izvrsiti daljso sekvenco premikov, ki med seboj niso neodvisni. Tipicen sce-
narij pri uporabi okolice Hg je, da postopek lokalnega iskanja pri¢ne pomikati
doloceno operacijo proti robu bloka, v naslednji iteraciji pa zastavljenega cilja ne
nadaljuje, ampak izbere naslednji premik iz novo nastale okolice neodvisno od

trenutnega stanja pricete sekvence sprememb.

Opisano situacijo lahko izboljsamo z uvedbo dodatnega clena med opisana

nivoja, kar je prikazano na sliki 5.4.
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’ izbira premikov ‘

zahtevani
premik

’ popravljalna tehnika ‘

popravljalni zahtevani
o premiki premik

’ izvajanje premikov ‘

Slika 5.4: Zasnova lokalnega iskanja z uporabo popravljalne tehnike.

Dodani ¢len imenujemo popravijalna tehnika. Njena naloga je iz visjega nivoja
sprejeti navodilo o izvedbi kateregakoli premika (izvedljivega ali neizvedljivega)
in posredovati nizjemu nivoju ustrezno sekvenco premikov, med katerimi je tudi
originalno zahtevani premik. Ostali premiki so popravljalni. Izvrsiti jih moramo

v primeru neizvedljivega zahtevanega premika, da le-temu povrnemo izvedljivost.

Na ta nacin odpade vsaka obremenitev viSjega nivoja s problemom izvedlji-
vosti. Pri definiciji okolice ni ve¢ potrebno odstranjevati neizvedljivih premikov
ali jih omejevati v delovanju. Vsakic, ko se izvede zahtevani premik skupaj z do-
datno sekvenco popravljalnih premikov, katerih se visji nivo sploh ne zaveda, se
urnik nahaja v konénem zahtevanem stanju. Ce je okolica pravilno definirana, bo
postopek lokalnega iskanja vedno usmerjen v pomikanje kriticnih operacij izven
kritiénih blokov in se nikoli ne bo mogel med zaceto sekvenco izgubiti v mnozici

ostalih premikov, ki se ponujajo kot obetavni.

Za uspesno implementacijo popravljalne tehnike morata biti izpolnjena dva
kljuéna pogoja. Prvi¢, obstajati mora dovolj ucinkovit nacin eksaktne detek-
cije neizvedljivosti premikov, s pomocjo katerega ugotovimo, kdaj so popravljalni
premiki potrebni. Obstoj takega postopka ni sam po sebi umeven, saj smo ze
omenili, da sta se Dell’Amico in Trubian (1993) raje odlocila za hitrejsi apro-
ksimativni postopek detekcije neizvedljivosti, ker je v nasprotnem primeru njun
optimizacijski postopek potekal prepocasi.

Drugic, obstajati mora ucinkovit postopek izbiranja popravljalnih premikov,
ki se v nasem predlogu dolo¢ajo na nivoju popravljalne tehnike in ne ve¢ na nivoju

lokalnega iskanja, s ¢imer tudi niso ve¢ vezani na doloceno okolico. Izbrani so
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neodvisno od tega, katero mnozico premikov uporablja visji nivo lokalnega iskanja
pri izvajanju optimizacije. S tem imamo moznost uvesti v lokalno iskanje dodatno
prednost, saj so popravljalni premiki konceptualno drugacni od optimizacijskih,
kar je bilo pri dosedanjih postopkih spregledano. Cilj le-teh ni ve¢ premik kriti¢nih
operacij izven kriticnih blokov, ampak odpravljanje poti v kompletni izbiri, ki
preprecujejo izvedljivost zahtevanega premika. Zato pri teh premikih operacij
ni potrebno umikati izven kriticnih blokov, ampak samo toliko, da preskocijo
ustrezne tehnoloske predhodnice ali naslednice operacije, kateri zahtevani premik
spreminja polozaj. Na ta nacin se ob izvedbi zahtevanih premikov urnik manj

spreminja, s ¢cimer smo izboljsali lastnost koreliranosti okolice (poglavje 4.6.1).

V nadaljevanju bomo pokazali, da je mozno oba pogoja uspesno izpolniti.
Uporabo popravljalne tehnike bomo utemeljili tako teoreti¢no, kakor tudi na pod-

lagi empiri¢nih rezultatov.
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6. Implementacija popravljalne tehnike

V prejsnjem poglavju smo opisali zamisel popravljalne tehnike in nakazali vsaj
nekatere moznosti izboljsav postopkov lokalnega iskanja z njeno uporabo. Na tem
mestu bomo predstavili implementacijo popravljanja urnikov, ki jo predlagamo

za uporabo v praksi.

6.1 Detekcija ciklov

Detekcija ciklov, ki jo opisuje poglavje 6.1, ne predstavlja izvirnega prispevka.
Klub temu predstavlja ta tematika temelje na katerih je implementirana popra-

vljalna tehnika, zato jo obravnavamo na tem mestu.

Omenili smo ze, da sta Dell’Amico in Trubian (1993) razvila hitro aproksima-
tivno metodo napovedovanja ciklov, ki je sposobna v ¢asu O(|O(u, v)|) napovedati
neizvedljivost premika pred njegovo dejansko izvedbo. Njuna metoda neizvedlji-
vega premika nikoli ne prepozna kot izvedljivega, zato je varna za uporabo; njena
slabost pa je, da v nekaterih primerih povsem izvedljiv premik prepozna za neiz-
vedljivega, s ¢imer je moc lokalnega iskanja zmanjsana. Nas cilj je razviti splosno
uporabno popravljalno tehniko, ki ni vezana na dolo¢eno definicijo okolice, zato se
moramo odpovedati hitrim ocenam neizvedljivosti. Ostati moramo pri eksaktnih
metodah, kjer je neizvedljivost premikov Qp(u,v) ali Qr,(u,v) mozno napovedati

v casu O(|7 (u,v)]).

Popravljalna tehnika temelji na odkritju, da je mozno zdruziti tri postopke,
ki jih moramo ob izvajanju premikov opraviti, v enega samega; to so detekcija

ciklov, iskanje popravljalnih premikov in preurejanje topoloskega zaporedja.
6.1.1 Preureditev topoloskega zaporedja

Vpeljimo naslednje oznake. Urnik pred izvedbo premika ali urniku pripadajoco
kompletno izbiro oznac¢imo z ze ustaljenim simbolom G. Urnik po izvedbi premika
ali njemu pripadajo¢a kompletna izbira ima oznako G". Topolosko zaporedje po

izvedbi premika ponazarja simbol 7 (G").
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V nasem primeru poteka preureditev topoloskega zaporedja v dveh korakih.
Najprej ozna¢imo operacije, ki jih je potrebno v 7 (G") postaviti na novo mesto.
V drugem koraku preureditev oznacenih operacij dejansko opravimo, v primeru

da se premik na urniku resni¢no izvede.

V primeru izvedbe premika Qp(u,v) bo operacija u postala neposredna to-
poloska naslednica operacije v. Razlog je v tem, da bo po izvedbi premika veljala
zveza Sy (v) = u, zaradi éesar bo v grafu G" obstajala povezava v £, u, ki
zahteva, da se operacija u nahaja v 7(G") za operacijo v. Operacija Sj(u) in
vse njene naslednice, ki so vsebovane v 7 (u,v), se morajo v 7(G") nahajati za
operacijo u v enakem vrstnem redu, kot se nahajajo v 7(G). Premik Qp(u,v)
namre¢ ne odpravi permanentne povezave A5 j(u), poleg tega ne spremeni
odnosa med operacijo Sy(u) in njenimi naslednicami, zato se mora v G" ohraniti
obstoj poti od Sj(u) do vsake njene naslednice, ki se nahaja v 7 (u,v). Opera-
cija Sy (w) in njene naslednice, ki niso hkrati naslednice operacije Sj(u), morajo
v T(G") ohraniti staro pozicijo, da odrazajo novo zaporedje izvajanja na stroju,

kjer se vse operacije O(u,v)\{u} izvedejo v G" pred operacijo u.

S podobnim razmisljanjem ugotovimo, da se mora v primeru izvedbe pre-
mika Qp,(u,v) operacija v nahajati v 7 (G") pred operacijo u. Operacija Pj(v) in
vse njene predhodnice, ki pripadajo 7 (u,v), se morajo v 7(G") nahajati pred v

v enakem zaporedju, kot so se pred premikom nahajale v 7(G).

Oznacitev operacije je v praksi izvedena z nastavitvijo vrednosti ustrezne bi-
narne spremenljivke, ki operaciji pripada. Kljub temu v tem delu opisujemo
oznacevanje operacije kot uvrscanje le-te v mnozico oznacenih operacij £, s ¢imer
dosezemo nazornejso diskusijo. Poudarimo naj, da se testiranje oznacenosti
operacije izvrsi v ¢asu O(1) na podlagi izvedbe preprostega logicnega pogoja,
ki testira vrednost ustrezne binarne spremenljivke, in ne v ¢asu O(|L£]) ali

mogoce O("log, |£|7), ki bi bil potreben za preiskavo mnozice L.

Predhodno opisano mnozico operacij, katere moramo v 7(G") premakniti,

oznacimo z algoritmom 1, ki ga podaja slika 6.1.



6.1 Detekcija ciklov 95

Algoritem 1. Oznacevanje operacij

pri izvedbi premika Qp(u,v)
a = Sy(u); L :={u,a};
. repeat
if a € £ then

1

2

3

4 L= LJ{Ss(a), Sm(a)};
5. end if

6 a:= Sr(a);

7. until a = v;

8

if ® € £ then £ := £\{®};

pri izvedbi premika Qp(u,v)
a:= Py(v); L:={v,a};
. repeat
if a € £ then

1

2

3

4 L := LU{Ps(a), Pula)};
d. end if

6 a = Pr(a);

7. until a = u;

8

if © € L then £ := £L\{©};

Slika 6.1: Algoritem oznacevanja operacij, ki jih je potrebno v 7 (G") preurediti.

Algoritem 1 oznaci vse operacije, za katere smo predhodno ugotovili, da mo-
rajo v 7 (G") zamenjati polozaj. O pravilnosti te trditve se lahko prepricamo s

pomocjo naslednjega teorema.

Teorem 7. V primeru izvedbe desnega premika Qp(u,v) oznaci algoritem 1 vse
naslednice operacije Sy(u), ki se nahajajo na seznamu T (u,v). Pri izvedbi le-
vega premika Qr(u,v) so oznacene vse predhodnice operacije Py(v), ki pripadajo

seznamu T (u,v).

DOKAZ. V primeru premika Qp(u,v) je operacija Sy(u) oznacena v koraku 1,
zaradi ¢esar sta njena neposredna tehnoloska naslednica in njena neposredna na-
slednica na stroju oznaceni v koraku 4 ob prvem prehodu skozi repeat zanko.

Ker sta to edini neposredni naslednici operacije Sy(u), velja trditev, da so v tem
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trenutku vse naslednice operacije Sy(u) na seznamu 7 (u, a) oznacene. V koraku 6
postopek nadaljuje preiskovanje seznama 7 (u,v) s premikom delovne spremen-
ljivke @ na naslednje mesto v 7 (u,v). Takoj ko postopek naleti na oznaceno
operacijo, v naslednjem prehodu skozi repeat zanko oznac¢i obe njeni neposre-
dni naslednici. Tako velja trditev, da so kadarkoli med izvajanjem algoritma 1
oznacene vse naslednice operacije Sy(u), ki se nahajajo v 7 (u,a). Ko je izpolnjen
terminacijski pogoj repeat zanke, je operacija a enaka operaciji v, kar pomeni,
da so v tem trenutku oznacene vse naslednice operacije Sj(u), ki se nahajajo

v 7 (u,v). Dokaz v primeru premika Qr,(u,v) je povsem analogen. ]

V koraku 8 odstrani algoritem 1 oznako ustrezni fiktivni operaciji © ali ®, kar

je potrebno za pravilno delovanje nadaljnjih algoritmov.

Ob izvedbi zahtevanega ali popravljalnega premika ni dovolj, da operacije
oznaCimo za preurejanje, ampak moramo preureditev dejansko opraviti. To sto-
rimo z algoritmom 2 na sliki 6.2. Algoritem je zelo preprost, zato ga na tem
mestu ne bomo podrobno razlagali, saj brez tezav vidimo, da se v primeru de-
snega (levega) premika, z njim premaknejo vse oznacene operacije v 7 (u,v) za
operacijo v (pred operacijo u) v enakem zaporedju, kot so se prvotno nahajale

v T(G).
6.1.2 Detekcija ciklov na podlagi oznacenih operacij

Oznake operacij, katerih namen je preureditev topoloskega zaporedja, lahko upo-
rabimo za eksaktno detekcijo izvedljivosti zahtevanega premika s casovno kom-

pleksnostjo O(1). Postopek detekcije podajata naslednja dva teorema.

Teorem 8. Vse operacije, ki pripadajo seznamu O(u,v), pripadajo tudi se-

znamu T (u,v).

DOKAZ. Ker velja zveza O(u,v) € O;, obstaja povezava u %, & 7a vsako
operacijo x € O(u,v)\{u}. Operacija u se zato v 7 (G) nahaja pred katerokoli
operacijo z. Iz razloga O(u,v) € O; obstaja tudi povezava y %, v za vsako
operacijo y € O(u,v)\{v}. Operacija v se zato v 7(G) nahaja za katerokoli
operacijo y. Ce obe ugotovitvi zdruzimo, vidimo, da se v nahaja v 7(G) za u,

vse operacije O(u,v)\{u,v} pa se v 7(G) nahajajo med njima. O
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Algoritem 2. Preureditev 7 (G)

pri izvedbi premika Qp(u,v)
1. a:=wu; b:=v;
2. while a # v
3 if a € £ then
4 n:= Sr(a);
5 izbrisi a iz 7(G);
6. vstavi a v 7(G) za b;
7 b:=a;a:=n;
8 else
9 a := St(a);
10. end if
11. end while

pri izvedbi premika Q,(u,v)
1. a:=v; b:=u;
2. while a # u
3 if a € £ then
4. n := Pr(a);
5. izbrisi a iz T(G);
6 vstavi a v 7(G) pred b;
7 b:=a;a:=n;
8 else
9. a = Pr(a);
10. end if
11. end while

Slika 6.2: Algoritem za preureditev topoloskega zaporedja.

Naslednji teorem predstavlja potrebno teoreticno osnovo za eksaktno detekcijo

ciklov, ki je sestavni del predlagane popravljalne tehnike.

Teorem 9. Ce nad urnikom G izvedemo premik Qp(u,v), bo rezultirajoci urnik G"
neizvedljiv takrat in samo takrat, ko algoritem 1 oznaci operacijo v. V primeru

premika Qr(u,v) velja ista trditev za operacijo u.
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DOKAZ. V primeru izvedbe premika Qp(u,v) bo v G" obstajal cikel takrat in
samo takrat, ko obstaja v grafu G pot od operacije Sj(u) do Pj(x) za katerokoli
operacijo z € O(u,v)\{u} (teorem 6, poglavje 3.7.2). Obstoj take poti pomeni,
da je operacija Pj(z) naslednica operacije Sj(u). Zaradi veljavnosti teorema 7
algoritem 1 oznaci vse naslednike operacije Sj(u), ki se nahajajo v 7 (u,v). Sledi,
da so zaradi veljavnosti teorema 8 oznaceni vsi nasledniki operacije Sy(u), ki se
nahajajo v O(u,v). V primeru da za katerikoli z velja Pj(x) € £, mora nujno
veljati tudi x € L, ker je x neposredni tehnoloski naslednik operacije Pj(z), zaradi
esar je x tudi naslednik operacije Sy(u) (poglavje 3.5). Ker je operacija v enaka
operaciji x, ali pa je njena naslednica na stroju, velja, da je v tudi naslednica
operacije Sj(u), iz ¢esar sledi v € £. Ce v grafu G ne obstaja pot od Sj(u)
do nobene operacije Pj(x), tudi obstoj poti od Sj(u) do v ni mogo¢, ker velja

zveza Jy # Ju. Analogen dokaz lahko izvedemo tudi za premik Qp,(u,v). ]

Pri uporabi predloga Dell’Amico in Trubian (1993) je eksaktno ugotavljanje
izvedljivosti premikov z algoritmom 1 ¢asovno potratno, ker ga moramo izvesti
za vsak premik v okolici in to v vsaki iteraciji, saj se po vsaki izvedbi premika na
urniku okolica zgradi na novo. V primeru, da je premik neizvedljiv, bi bila zanj
potrebna dodatna izvajanja algoritma 1, da bi ugotovili, na katero mesto lahko

premikajoco operacijo varno premaknemo.

7 uporabo popravljalne tehnike to odpade, saj izvedljivosti premikov v okolici
ni potrebno preverjati vnaprej. Sele ko se postopek lokalnega iskanja odloci, kateri
premik se bo na urniku izvrsil, uporabimo algoritem 1, da ugotovimo, katere
operacije je pri izvedbi premika potrebno v 7(G") preurediti. Stranski ucinek
tega je, da lahko povsem eksaktno detektiramo izvedljivost zahtevanega premika
z izvedbo preprostega logi¢nega pogoja, ki testira vsebovanost operacije v ali u v
mnozici £; s tem postane ¢asovna zahtevnost detekcije neizvedljivosti prakticno

nepomembna.

Oglejmo si primer delovanja algoritma 1 pri premiku operacije 2a za opera-
cijo 3b na istem urniku, kot smo ga uporabili v poglavjih 5.1.1 in 5.1.2. Topolosko

zaporedje z oznacenimi operacijami je prikazano v tabeli 6.1.
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1 u Sy(u) v

zaCetno stanje

2 T(G) la 4a 4b 2a 1b 2b 4c 3a 3b 1lc 3c 2c

3  oznaka . . . ° . o o

4 razlog u Sy(2a)  Snm(2b)  Sm(2b)  S;(3a) Sy(3b)  Sy(2b)

Tabela 6.1: Potek oznacevanja operacij z algoritmom 1.

Prva vrsta oznacuje tri kljuéne operacije: operacijo 2a, ki je premikajoca
operacija opazovanega premika wu, operacijo 2b, ki je njena tehnoloska nasle-
dnica Sj(u), ter operacijo 3b, ki je ciljna operacija premika v. Druga vrsta prika-
zuje enega od moznih topoloskih zaporedij urnika v zacetnem stanju. Tretja vrsta
indicira operacije, ki jih je algoritem 1 oznacil; razlog za oznacevanje operacij je

podan v cCetrti vrsti.

V prvem koraku izvajanja algoritma sta oznaceni operaciji 2a in 2b. Pri
prvem prehodu skozi repeat zanko sta nadalje oznaceni operaciji 2¢ = S;(2b)
in 4¢ = Sy (2b). Opazimo, da je oznaka pod operacijo 2¢ predstavljena s prazno
piko, ker se le-ta ne nahaja v 7 (2a, 3b) in v nadaljevanju postopka ne igra nobene
vloge; razlog za njeno oznacitev je izklju¢no v tem, da bi preverjanje pripadnosti
operacij v mnozico 7 (u,v) predstavljalo nepotrebno porabo casa. V koraku 6 se
premaknemo na naslednjo operacijo v 7 (G), ki je v tem primeru 4c in je oznacena,
kar povzroci oznacitev ® = Sy(4c) (kar ni bistveno, zaradi ¢esar tudi ni prikazana
v tabeli) in 3a = Su(4c). Korak 6 nas sedaj premakne na operacijo 3a, ki je
oznacena, s ¢cimer dobita oznako operaciji 3b = S3(3a) in ® = Sy(3a)!. V koraku

8 odstranimo oznako z operacije ®.

Vidimo, da je operacija 3b = v oznacena, kar pomeni, da je zahtevani premik
neizvedljiv, zato ga ne smemo izvesti, dokler predhodno ne izvedemo dovolj po-
pravljalnih premikov, s katerimi odpravimo moteca razmerja med operacijami na
drugih strojih. Popravljalna tehnika, ki jo predlagamo, vedno izvaja popravljalne
premike pred zahtevanim, s ¢imer se izvedljivost urnika ohranja v vsakem koraku.
V nasprotnem primeru bi bilo nemogoce zgraditi veljavno topolosko zaporedje in
predpostavke, zaradi katerih veljajo teoremi od 7 do 9, ne bi bile izpolnjene, s

tem pa popravljanje urnikov v nadaljevanju ne bi bilo pravilno.

Veekratno oznacevanje iste operacije ne predstavlja napake, ker gre za idempotenten po-
stopek.
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Na podlagi primera, ki je bil podan v poglavju 2.1, vemo da je vzrok neizve-
dljivosti zaporedje izvajanja operacij na stroju My, kjer se operacija 2b izvede
pred operacijo 3a. V grafu G torej obstaja pot 2b £, 4¢ -5 30 med operacijo
2b = Sj(2a) = Sj(u) in operacijo 3a = Pj(3b) = Pj(v), kar je po teoremu 6

zadosten pogoj? za neizvedljivost obravnavanega premika.

Preden lahko izvedemo zahtevani premik Qp(2a, 3b), moramo poskrbeti, da se
operacija 3a izvede pred operacijo 2b. To lahko storimo z enim od popravljalnih
premikov Qp(2b, 3a) ali Qr,(2b,3a). Ce bi bila operacija 3a neposredni naslednik
operacije 2b na stroju, bi bila oba premika enaka. V nasem primeru in v splosnem
pa temu ni tako. Pri implementaciji popravljalne tehnike smo uporabili pristop,
kjer imajo popravljalni premiki enako smer kakor zahtevani premik, v upanju, da
s tem prihranimo del¢ek ¢asa pri veckratnem preurejanju topoloskega zaporedja:
v primeru, da vsi premiki pomikajo operacije v isto smer, je manj verjetno, da
bi neka operacija pri razlicnih popravljalnih premikih potovala naprej in nazaj.
Ce bi obstajal boljsi razlog za drugacno izbiro smeri popravljalnih premikov, bi
zanesljivo imel prednost pred naSo izbiro, vendar v tem trenutku takega razloga

ne poznamo.

6.2 Izbira popravljalnih premikov

V primeru desnega (levega) premika pomeni oznaena operacija v (operacija u)
neizvedljivost zahtevanega premika. Iz tega sledi, da lahko dolo¢imo popravljalne
premike na podlagi ugotavljanja vzroka za oznacitev ustrezne operacije u ali v.

Idejo implementira algoritem 3 na sliki 6.3.

V primeru desnega zahtevanega premika Qp(u,v) je razlaga naslednja. Za-
sledovanje vzroka pricnemo pri operaciji v, zato jo v koraku 1 priredimo delovni
spremenljivki a. Korak 2 preveri oznacenost operacije Pj(a) z namenom, da ugo-
tovi potrebno smer zasledovanja. Ce velja P;(a) € L, nadaljujemo zasledovanje
preko tehnoloske predhodnice operacije a, v nasprotnem primeru pa preko njene

predhodnice na stroju.

2V tem primeru to ni potreben pogoj, ker bi neizvedljivost obravnavanega premika povzroéila
tudi pot 2b £, la, ¢e bi obstajala.
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Algoritem 3. Popravljalni premiki

pri izvedbi premika Qp(u,v)
1. a:=wv;
if Pj(a) ¢ L then go to 6;
repeat
a = Pj(a);
until Py(a) & L;

a = Py(a);

if Py(a) € £ then
10. if a € J, then go to 15;
11. go to 3;
12. end if

13. until Py(a) & L;
14. if a ¢ J, then go to 3;
15. { popravljalni premik je Qp(a,b) }

pri izvedbi premika Q(u,v)
1. a:=u;
if Sj(a) € L then go to 6;
repeat
a = Sy(a);
until S;(a) € L;
b:=a;
repeat
a = Sy(a);
if Sj(a) € £ then
if a € J, then go to 15;
go to 3;
end if
. until Sy(a) € L;
if a ¢ J, then go to 3;
. { popravijalni premik je Qp(a,b) }
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Slika 6.3: Algoritem za izbiro popravljalnih premikov.
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Razlog za tako odlocitev je naslednji. V primeru da velja Pj(a) € £, moramo
zagotoviti, da ta pogoj preneha delovati: operacija a ne bo oznacena, le takrat, ko
ne bodo oznacene vse njene predhodnice. Ker je operacija Pj(a) predhodnica ope-
racije a zaradi nespremenljive povezave Pj(a) Aav grafu G, nam ne preostane
drugega, kot da razis¢emo in odpravimo vzrok relacije Pj(a) € £. Koraki od 3
do 5 poskrbijo, da poteka zasledovanje preko tehnoloskih predhodnic toliko casa,
dokler omenjena relacija velja. Resitev problema, kako odpraviti relacijo a € £ v

primeru, ko velja Pj(a) ¢ L, je naloga preostalega dela algoritma.

Ugotovili smo, da ob izvedbi koraka 6 velja zveza Pj(a) € L. Relacija a € L
je zanesljivo posledica veljavnosti Py(a) € L, ker drugih neposrednih predho-
dnic operacija a nima. V tem primeru oznako lahko odstranimo s spremembo
zaporedja izvajanja operacij na stroju. Operacija a je mozen kandidat za izvedbo
popravljalnega premika Qp(?,a), zaradi ¢esar jo shranimo v pomozno spremen-

ljivko b.

V koraku 8 nadaljujemo zasledovanje preko predhodnic operacije a na stroju.
Ko naletimo na operacijo, za katero velja Pj(a) € L, testiramo, ¢e pripada istemu
opravilu kot operacija u. V tem primeru je oznacitev operacije v posledica obstoja
poti a I Popravljalni premik, s katerim moteco relacijo odstranimo,

se glasi Qp(a,b), zato postopek nemudoma skoci na korak 15, kjer se konca.

Ce zveza Pj(a) € J, ne velja, bi bilo z izvedbo premika Qp(a,b) e vedno
mozno odpraviti razlog (splosneje: enega od razlogov) za relacijo v € £, vendar
takega premika ne storimo. Razlog je v tem, da z vztrajanjem na zahtevi J, = Ju
ob izvedbi popravljalnega premika, postane veljaven teorem 10, ki je opisan v
nadaljevanju. Izvajanje algoritma preusmerimo na korak 3, kjer ves postopek
ponovimo s ciljem ugotoviti in odpraviti razlog za veljavnost relacije a € L. Vse
poteka enako kot v prvem prehodu, le da sedaj operacija a ni enaka v, ampak je
predhodnica le-te in zato predstavlja posreden razlog za veljavnost relacije v € L.
Podobna razlaga velja v primeru, ko se na korak 3 vracamo s koraka 14. Takrat
zanesljivo veljata zvezi J, # Ju in Py(a) ¢ L. Ker je operacija a oznacena
(drugace je z zasledovanjem ne bi mogli doseci), mora nujno veljati Pj(a) € L,

zato lahko postopek varno nadaljujemo s korakom 3.
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Povsem analogno razlago bi lahko podali za izvajanje v primeru levega zah-
tevanega premika Qp(u,v). Algoritem 3 izkazuje dve pomembni lastnosti, ki ju

podajata naslednja teorema.

Teorem 10. Popravijalni premik, ki ga vrne algoritem 3, je vedno izvedljiv in
ga lahko varno izvedemo brez bojazni, da bomo z mjim povzrocili neizvedljivost

urnika.

DOKAZ. Veljavnost teorema je rezultat dejstva, da se vedno odlo¢imo za zasle-
dovanje oznak preko tehnoloske predhodnice (naslednice v primeru levega zah-
tevanega premika) namesto preko predhodnice na stroju v primeru, ko sta obe
predhodnici oznaceni (pogojna stavka v korakih 2 in 9). Urnik je pred izvedbo
popravljalnega premika izvedljiv, ker noben premik Se ni bil izveden; do tega
trenutka smo opravili samo oznacevanje operacij. V primeru desnega popravljal-
nega premika Qp(a,b) teorem velja, ¢e v grafu G ne obstaja pot od Sj(a) do
katerekoli operacije Py(x), kjer je x € O(a,b)\{a}. Operacija Sj(a) je tehnoloska
naslednica operacije u (korak 10 ali 14), kar pomeni, da obstoj poti od Sj(a)
do katerekoli operacije z € T (S5(a),b)\{Ss(a)} ni mozen, ¢e z ¢ L, ker sta
operaciji a in b predhodnici operacije v ter veljata teorema 7 in 8. Ob izvrsitvi
koraka 6 velja P;(b) € L, s ¢imer je onemogocen obstoj poti od operacije Sy(a) do
operacije Pj(b). Preden algoritem preneha z izvajanjem, se v koraku 9 zagotovi
veljavnost relacije Pj(y) € L za vsak y € O(a,b)\{a,b}. V primeru da naletimo
na operacijo, ki tega pogoja ne izpolnjuje, algoritem nemudoma sko¢i na izvaja-
nje koraka 3, s ¢imer se izbereta nova kandidata a in b za izvedbo popravljalnega
premika Qp(a,b). To je zadosten pogoj, da obstoj poti od operacije Sj(a) do
katerekoli operacije Pj(x) ni mozen, kar pomeni, da je premik Q)p(a, b) zanesljivo
izvedljiv. Dokaz v primeru izvedbe levega popravljalnega premika je povsem

analogen. O

Teorem 11. V primeru da zahtevani premik Qp(u,v) vodi v neizvedljivost ur-
nika, zanesljivo velja, da popravljalni premik Qp(a,b) odpravi vsaj eno relacijo v

grafu G, ki preprecuje izvedljivost premika Qp(u,v).
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DOKAZ. V primeru desnega premika Qp(u, v) moramo odstraniti relacijo v € L.
Vsakic¢, ko algoritem 3 izvede korak 6, je operacija b oznacena predhodnica ope-
racije v. Ker vsaka oznacena predhodnica operacije v povzrodi relacijo v € L,
moramo odstraniti oznako z vsake od njih. Ce to uspemo narediti za eno od
njih, smo s tem odpravili vsaj eno relacijo v grafu G, ki je povzrocila oznacitev
operacije v. Da katerakoli operacija x ne bo oznacena, morata veljati obe rela-
ciji Py(z) € £ in Py(z) € £. Ce velja Py(z) € £ in Py(x) ¢ L, lahko odstranimo
oznako z operacije x z zamenjavo vrstnega reda izvajanja operacij na stroju. Ce
velja Py(z) € L, je edina moznost za dosego cilja zasledovanje oznak preko teh-
nologkih predhodnic z (koraki od 3 do 5), dokler ne dosezemo operacije y € J,,
za katero velja Pj(y) ¢ L. Sedaj lahko odstranimo oznako z operacije y s spre-
membo vrstnega reda izvajanja operacij na stroju My. S tem ima operacija x
razlog manj, da je oznacena. Posledica je, da imajo vse naslednice operacije x
v T (z,v), preko katerih smo izvedli zasledovanje oznak, razlog manj za oznacitev.
Ker se je zasledovanje pricelo pri operaciji v, velja ugotovitev tudi zanjo. Dokaz

v primeru levega premika je povsem simetricen. O]

Teorem 10 zagotavlja, da med izvajanjem popravljalnih premikov ni potrebno
rekurzivno klicati algoritma 3 in s tem ni potrebno, da bi bil algoritem 3 imple-
mentiran za veckratno socasno izvajanje (ang. reentrant), s ¢imer lahko pridobimo
na hitrosti izvajanja. Med raziskavami smo testirali podoben algoritem, kjer je
zasledovanje favoriziralo potovanje po stroju namesto po opravilu; sprememba
je povzrocila pogoste rekurzivne klice, ki so malenkostno upocasnjevali izvajanje

premikov. Teorem 11 nam daje garancijo, da je popravljalni proces vedno koncen.

Opazujmo izvajanje algoritma na nasem konkretnem primeru. Zasledovanje
se pri¢ne z operacijo 3b. Pogoj v koraku 2 ni izpolnjen, ker velja P;(3b) = 3a € L
(tabela 6.2), zato nadaljujemo zasledovanje preko operacije 3a (korak 4). Ne-
posredna tehnoloska predhodnica operacije 3a je fiktivni @, ki ni oznacen, zato
nadaljujemo izvajanje v koraku 6, kjer si operacijo 3a zapomnimo v pomozni
spremenljivki b. V koraku 8 se premaknemo po stroju do operacije 4c. Zanjo
velja Pj(4c) = 4b ¢ L, zato nadaljujemo zasledovanje po stroju. Operacija a je

sedaj enaka operaciji 2b, za katero velja P;(2b) = 2a € L; poleg tega je izpol-
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njena relacija 2b € Jo, = Jy, s ¢imer je zadoS¢eno izstopnemu pogoju algoritma.

Popravljalni premik se glasi Qp(2b,3a), kot smo pricakovali.

6.3 Celotni postopek izvajanja premikov

Tabela 6.2 prikazuje stanje po izvedbi popravljalnega premika in po ponovni
uporabi algoritma 1 za oznacevanje operacij pri premiku Qp(2a, 3b). Opazimo, da
operacija 3b ni ve¢ oznacena, ker je popravljalni premik odpravil moteco relacijo
med operacijama 2b in 3a na stroju M,. Sedaj lahko zahtevani premik dejansko

izvedemo.

Celoten postopek izvajanja premikov s pomocjo popravljalne tehnike, ki smo
ga v tem poglavju predstavili, prikazuje algoritem 4 na sliki 6.4. Z njegovo
uporabo lahko izvedemo poljuben premik na poljubnem stroju brez bojazni,
da bi rezultirajo¢i urnik postal neizvedljiv. Varne premike, ki se izvajajo s
pomocjo popravljalne tehnike, oznacujemo s Q7 (u, v) v primeru desnega premika
in s Qf (u,v), ko je premik levi. Ce nas smer premika ne zanima, uporabljamo

oznako Q*(u,v).

Odgovorimo na vprasanje, kaj s predlagano popravljalno tehniko pridobimo.
V poglavju 5.1.2 smo videli, da sta Dell’Amico in Trubian (1993) uspela definirati
okolico urnika, ki ima hkrati lastnost povezljivosti in izvedljivosti; niso pa vsi
njeni premiki potencialno napredujoci. Tezava njunega pristopa je v tem, da
bi moral postopek lokalnega iskanja veckrat opraviti serijo premikov, ki so med
seboj semanti¢no povezani; pri tem pa nimamo nikakrSnega zagotovila, da se to
v resnici zgodi. Poleg tega smo na preprostem primeru videli, da je vcasih za
izvedbo neizvedljivega premika potrebno vecje stevilo izvedljivih premikov, kar

upocasnjuje postopek optimizacije.

1 U Sy(u) v

zaCetno stanje

2 T(9) la 4a 4b 2a 1b 2b 4c 3a 3b 1lc 3c 2c

3 oznaka . ) . . . o o

4 razlog u S3(2a)  Swm(2b)  Sm(2b)  S3(3a) S3(3b)  S;(2b)
po izvedbi popravljalnega premika

5 T(9) la 4a 4b 2a 1b 4c 3a 2b 3b 1lc 3c 2c

6  oznaka . . o

7  razlog u S3(2a) S(2b)

Tabela 6.2: Topolosko zaporedje po izvedbi popravljalnega premika.
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Algoritem 4. Varni premiki

pri izvedbi premika Qp(u,v)
1. oznacevanje operacij za premik Qp(u,v);

if v € £ then {popravijanje}
iskanje popravljalnega premika Qp (b, a);
oznacevanje operacij za premik Qp(b, a);
izvedba premika Qp(b, a);
preureditev 7 (G);
go to 1;

end if

izvedba premika Qp(u,v);

preureditev 7 (G);

. izracun glav in repov ter iskanje kriti¢ne poti;

© 0N e e WD

—_ =
=)

pri izvedbi premika Qr(u,v)
1. oznacevanje operacij za premik Qr(u,v);
2. if u € £ then {popravijanje}
3 iskanje popravljalnega premika Qr,(b, a);
4 oznacevanje operacij za premik Qr (b, a);
5. izvedba premika Qr,(b, a);
6. preureditev 7 (G);
7. go to 1;
8. end if
9. izvedba premika Qr(u,v);
10. preureditev 7 (G);

11. izracun glav in repov ter iskanje kriti¢ne poti;

Slika 6.4: Algoritem za izvajanje varnih premikov.

Za primerjavo si oglejmo sliko 6.5, kjer je prikazan potek izvajanja pre-
mika Qp(2a,3b) ob uporabi popravljalne tehnike. Ze na pogled je postopek hi-
trejsi, ker za dosego zelenega cilja porabimo samo en vmesni korak, medtem ko
postopek Dell’Amico in Trubian (1993) potrebuje dva. Na$ pristop prihrani po
en vmesni korak za vsak popravljalni premik, ki ga je potrebno izvesti; postopek
Dell’Amico in Trubian (1993) mora premikajoc¢o operacijo u najprej premakniti

znotraj njenega kriticnega bloka na ustrezno mesto, da nova kriti¢na pot poteka
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zacetno stanje

M, [ 4b | 2a | 1b | 3b |

vmesni korak

My [ 4b | 2a | 1b | 3b |
My | 1a | [ 4c | 3a]2b |

konéno stanje

My [ 4b | 1b | 3b | 2a |

M,

Ms L te | [ 3 ] [ 2¢ |

Cas | v O N N TR I
0 5 10 15 20 25

Slika 6.5: Premik operacije 2a za operacijo 3b z uporabo okolice Hp.

preko njene tehnoloske naslednice Sy(u), s ¢imer se lahko izvede premik le-te izven
njenega kriticnega bloka. To se lahko veckrat ponavlja, saj premik operacije S;(u)

ni nujno izvedljiv sam zase.

Prihranek casa z uporabo popravljalne tehnike je dejansko Se vecji, saj med
vmesnimi koraki ni potrebno preracunavati glav in repov operacij ter iskati nove
kriticne poti. Vsi ostali postopki izvajanja premikov ta relativno zamuden korak
potrebujejo.

Dodaten prihranek ¢asa nastane zato, ker postopek Dell’Amico in Tru-
bian (1993) izvaja pomozne premike® na tak nacin, da skusa premikajoco opera-

cijo premakniti izven njenega kriticnega bloka, kar morda sploh ni potrebno. To

3Namenoma nismo napisali, da gre za popravljalne premike, ker pri tem postopku ni se-
manticne razlike med obema vrstama premikov; pojem popravljalni premik se uvede Sele s
popravljalno tehniko.
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je slabo zaradi dveh razlogov. Premik operacije dlje, kot je potrebno, ni zazelen,
ker je le-ta bolj verjetno neizvedljiv, zaradi ¢esar potrebujemo za dosego cilja
dodatne premike, ko so le-ti povsem nepotrebni. Druga slabost pristopa je, da
se urnik spremeni bolj, kot je potrebno za izvedbo zahtevanega premika, s ¢imer
slabsamo lastnost koreliranosti okolice (poglavje 4.6.1). V nasprotju s tem po-
pravljalna tehnika doloca popravljalne premike s tehniko zasledovanja oznacenih
operacij, kar ji omogoca, da izvor neizvedljivosti locira povsem precizno, zato

lahko premika operacije ravno dovolj dale¢, da motece relacije na strojih odpravi.

Pricakujemo tudi, da popravljalna tehnika zmanjsa dovzetnost lokalnega is-
kanja za lokalne minimume. Kot smo videli v poglavju 5.1.2, mora postopek
Dell’Amico in Trubian (1993) pri izvedbi premika Qp(2a,3b) opraviti dva vme-
sna koraka, pri ¢emer ima urnik v prvem koraku daljsi izvrsni c¢as, zaradi ¢esar
postopek lokalnega iskanja takega premika ne bi prepoznal kot napredujocega.
Nasprotno pa je z uporabo popravljalne tehnike prehod iz zacetnega v koncéno
stanje direkten, brez kakrsnegakoli dolocanja vmesnih izvrsnih ¢asov urnika; zato
postopek lokalnega iskanja obravnavani premik prepozna kot napredujoci. Vecje
Stevilo napredujo¢ih premikov v okolici pomeni manjso dovzetnost optimizacij-

skega postopka za ujetje v lokalne minimume.

Na podlagi gornjih ugotovitev sklepamo, da prinasa predlagana popravljalna
tehnika precej pomembnih prednosti pri snovanju postopkov lokalnega iskanja.
Da bi trditev tudi empiri¢no preizkusili, moramo razviti postopek lokalnega iska-
nja, ki je njene prednosti sposoben izkoristiti. Tej nalogi posve¢amo pozornost v

poglavjih, ki sledijo.
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7. Okolica urnika

Okolica urnika je kljuéni sestavni del vsake izvedbe lokalnega iskanja za resevanje
problema IIj. V poglavju 3.7.2 je bila teoreticno utemeljena uporaba omejene
mnozice premikov na urniku pri izvedbi optimizacije. Poglavije 4.6.1 opisuje la-
stnosti, ki naj jih uporabljena mnozica premikov izkazuje. Na teh osnovah so
se skozi zgodovino razvoja formirale razne okolice, ki smo jih opisali v istem

poglavju; njihove slabosti smo podrobneje preucili v poglavju 5.1.

Uvedba popravljalne tehnike potencialno odpira nove moznosti pri definiciji
okolice, s katerimi lahko zaobidemo vsaj en kompromis, kateremu se dosedanje
okolice niso mogle izogniti. Bistvena novost je v tem, da se sedaj lahko pri defini-
ciji okolice osredotocimo izkljuéno na vprasanje, kateri premiki so za optimizacijo
koristni, ob tem pa nam ni potrebno posvecati nikakrsne pozornosti njihovi izve-
dljivosti. Kot smo opisali v poglavju 4.6.1, je izogibanje neizvedljivim premikom
zaznamovalo prav vse dosedaj uporabljene okolice, kar govori o pomembnosti

vpeljave popravljalne tehnike.

V tem delu predlagamo uporabo okolice H, ki je konceptualno podobna oko-
lici Hp avtorjev Dell’Amico in Trubian (1993). Bistvena razlika je v tem, da pri
uporabi okolice ‘H neizvedljivih premikov ne obravnavamo loceno od izvedljivih.
Vsak premik v okolici H spremeni zacetek ali konec vsaj enega kriticnega bloka,
kar favorizira teorem 4 (poglavje 3.7.2). Ob tem upostevamo izsledke teorema 5,
s katerim iz okolice izlo¢imo premike, ki spremenijo samo zacetek prvega ali samo

konec zadnjega kriticnega bloka.

7.1 Formalna definicija predlagane okolice

Predlagano okolico formalno definiramo na naslednji nacin. Vsakemu kriti¢nemu
bloku B; priredimo mnozico desnih varnih premikov Hp; in mnozico levih varnih

premikov Hi; na naslednji nacin:
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Qu(BL, B?) e velja (r > 1) A (1B = 2)
) B e pi BB o |
Hp; Uj:l Qn(B;, B;™") ; ce velja (i £ 7) A (|Bi] > 2)
0 : v vseh drugih primerih

U\Bzél Qf(leszj) ; ce velja (i # 1) A (|Bi] > 2)

J]=

Hyi =
0 ; v vseh drugih primerih

Okolica H je unija vseh teh mnozic: H = J;_,(Hp; U Hi)-

Vidimo, da kriti¢ne bloke, ki vsebujejo dve operaciji, obravnavamo s poseb-
nim pogojem, kar je potrebno iz dveh razlogov. Zamenjava operacij v takem
bloku vedno spremeni hkrati zacetek in konec bloka, zato je tak premik poteni-
alno napredujo¢ tudi, ¢e je kritiéni blok prvi ali zadnji na kriti¢ni poti. Izjema
je situacija, kjer kriticna pot vsebuje samo en kriti¢ni blok, kar pomeni, da je
urnik optimalen (teorem 13 v nadaljevanju). Drugi razlog, da take bloke obrav-
navamo posebej, je v tem, da je pri njih vseeno, ali izvedemo desni ali levi premik;
prepreciti pa zelimo, da bi v okolico vkljucili oba.

Kriti¢éni bloki, ki vsebujejo samo eno operacijo, ne prispevajo v okolico nobe-
nega premika, ker ne vsebujejo ne-prvih in ne-zadnjih operacij.

Ostalim kritiénim blokom (razen zadnjemu) so prirejeni desni varni premiki,
ki vsako ne-zadnjo operacijo premaknejo za zadnjo operacijo v bloku. Poleg
tega so jim (razen prvemu) prirejeni varni premiki, ki premaknejo vsako ne-prvo

operacijo pred prvo operacijo v bloku.

7.2 Lastnosti predlagane okolice

Okolica H izkazuje tri zanimive lastnosti, ki nakazujejo, da je le-ta mocnejsa od

dosedaj uporabljenih okolic.

Teorem 12. Vsi premiki v okolici H so potencialno napredujoci: vsak premik je

v dolocenth situacijah zmozZen sam zase zmanjsati izvrsni cas urnika.
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DOKAZ. Da bi bil premik v okolici potencialno napredujo¢, morata biti iz-
polnjena dva pogoja: (1) premik mora spremeniti zacetek ali konec vsaj enega
kriticnega bloka (teorem 4), (2) pri tem se ne sme spremeniti samo zacetka prvega
ali samo konca zadnjega kriticnega bloka na kriti¢ni poti (teorem 5). Vsi premiki

v okolici H izpolnjujejo oba pogoja. O]

Od obravnavanih okolic enako lastnost izkazujeta Se okolici Hy in Hp. Da
bi katerikoli premik v okolici dejansko zmanjsal izvrsni ¢as urnika, morajo biti
izpolnjeni dodatni pogoji, ki so povezani z medsebojnim odnosom ostalih (ne-
kritiénih) operacij v urniku. Na primer, pri levem premiku ne-prve operacije
pred kriticni blok se lahko zgodi, da tehnoloska predhodnica premaknjene opera-
cije le-tej prepreci dovolj zgodnje izvajanje, s ¢imer se ob premiku kriticna pot

poveca.

Teorem 13. Ce okolica H ne vsebuje nobenega premika, je urnik optimalen.

DOKAZ. Tak primer nastopi, ko vsebujejo vsi kriticni bloki po eno operacijo, ali
ko kriticna pot vsebuje samo en poljubno velik kritiéni blok. S pomo¢jo definicije

se lahko prepricamo, da v vseh ostalih primerih okolica H ni prazna.

Ce kritiéna pot vsebuje samo kriti¢ne bloke z eno operacijo, to pomeni, da
kriti¢cno pot sestavljajo izkljuéno operacije enega opravila, ki se izvaja optimalno
brez zastojev od zacetka do konca. Kriticno pot je nemogoce nadalje zmanjSati
zaradi tehnoloskih omejitev, s ¢imer je izvrsni ¢as urnika dosegel spodnjo mejo
moznega izvrSnega casa, ki je dolo¢ena z vsoto izvrsnih ¢asov operacij opravila,

ki se izvaja optimalno.

Ce kriti¢na pot vsebuje samo en kritiéni blok, to pomeni, da kritiéno pot sesta-
vljajo operacije, ki se izvajajo na enem stroju; operacije na tem stroju se izvajajo
optimalno brez zastojev od zacetka do konca. Kriticno pot je nemogoce nada-
lje zmanjsati zaradi zmogljivostnih omejitev optimalno razporejenega kriticnega
stroja. Izvrsni cas urnika je dosegel spodnjo mejo moznega izvrsnega cCasa, ki je
doloc¢ena z vsoto izvrsnih casov operacij, ki se izvajajo optimalno na kriticnem

stroju. O
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V splosnem velja, da pri aproksimativnem reSevanju problemov optimalnosti
reSitev ne moremo dokazati. Izjema so nekateri primeri izredno lahkih instanc,
kjer je mozno doseci eno od zgoraj opisanih enostavno doloc¢ljivih spodnjih mej
izvrsnega casa. Torej lahko v redkih primerih na enostaven nacin detektiramo
optimalnost dobljenih resitev. To lastnost izkazuje tudi okolica Hy, s ¢imer
sta Nowicki in Smutnicki (1996) detektirala optimalnost resitev v primeru pri-
blizno 20% lahkih instanc. Velja, da so instance, kjer to lastnost lahko izkoristimo,
redke in zelo enostavne za reSevanje, s tem pa tudi nezanimive za raziskave. Pri
vseh instancah, ki niso trivialno resljive, te lastnosti okolice ne moremo uporabiti,

saj tudi okolice optimalnih urnikov vsebujejo vecje ali manjse stevilo premikov.

Oglejmo si naslednji teorem, katerega veljavnost potrebujemo v nadaljevanju

pri opisu zadnje lastnosti predlagane okolice.

Teorem 14. Dan imamo optimalen urnik G* z izvrsnim casom C7 . in izvedljiv
urnik G z izursnim casom Chax. Zadosten pogoj za optimalnost urnika G je, da je
za vsak njegov kriticni blok izpolnjena ustrezna, v nadaljevanju navedena trditev.
Za prvi kriticni blok By: vse ne-zadnje operacije Bl\{B{Bl‘} se v G* izvedejo pred
zadngjo operacijo B'lBll v poljubnem zaporedju. Za zadngi kriticni blok B,.: wvse
ne-prve operacije B,\{B!} se v G* izvedejo za prvo operacijo B: v poljubnem
zaporedju. Za vse ostale kriticne bloke B;, 2 < i < (r —1): vse notranje operacije
bloka B;\{B}, Bz!B”} se v G* izvedejo za operacijo B}, vendar pred operacijo Bl‘-Bi|

v poljubnem zaporedju.

DOKAZ. Graf G ima naslednje lastnosti. V prvem kriticnem bloku B; obstaja
v mnozici £ povezava od vsake ne-zadnje operacije Bl\{B{Bl‘} do zadnje opera-
cije B'lBl‘ (za vsak x € Bl\{B‘lB”} obstaja povezava x —— B‘lBll). V zadnjem
kriticnem bloku B, obstaja v mnoZici £ povezava od prve operacije B! do vsake
ne-prve operacije B,\{B}} (za vsak = € B,\{B}} obstaja povezava B} £, x).
V vseh ostalih kriticnih blokih B; (2 <i<(r— 1)) obstaja v mnozici £ povezava
od prve operacije B} do vseh ne-prvih operacij B;\{B}} (za vsak z € B;\{B}}
obstaja povezava B} N x); nadalje obstaja v mnozici £ povezava od vseh ne-

zadnjih operacij Bi\{BZlB”} do zadnje operacije Bl!Bi‘ (za vsak x € Bi\{Bl!B”}

obstaja povezava x £, BZ!B”). Poleg tega obstajajo v mnozici A povezave od
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zadnje operacije BZ!B” vseh kritiénih blokov razen zadnjega do prve operacije B},
naslednjega kriticnega bloka (zadnji odstavek poglavija 3.6). Ce so s teoremom
zahtevani pogoji izpolnjeni za vsak kriticni blok B;, potem obstajajo vse opisane
povezave tudi v grafu G*. Posledica je, da graf G* vsebuje vsaj eno pot od © do ®,
ki je vsaj tako dolga kot kriticna pot grafa G; zato optimalni izvrsni ¢as C} . ne

more biti krajsi do izvrsnega casa urnika G. O]

Teorem 15. Okolica 'H izkazuje lastnost povezljivosti.

DOKAZ. Izberimo optimalni urnik G* z izvrsnim casom C . in poljuben iz-
vedljiv urnik G z izvrSnim ¢asom Cl,.. Izbrana urnika se razlikujeta samo po
usmeritvah povezav v mnozici €. Stevilo povezav, ki so v G usmerjene drugace kot
v G*, naj nam predstavlja mero razdalje med urnikoma. Ce velja Cax > Cr.. s
potem obstaja v G vsaj en kriti¢ni blok B; in vsaj ena kriticna operacija Bg , Za
katero pogoj, ki ga postavlja teorem 14, ni izpolnjen. Natancneje, operacija Bij
se v G* izvaja pred operacijo B} ali za operacijo le»B”. Obravnavajmo samo pri-

| Bil
i

mer, ko se mora B; izvesti za operacijo B;”"'; povsem analogno razmisljanje lahko

uporabimo v tudi prvem primeru.

S pomocjo definicije okolice H ugotovimo, da le-ta vsebuje varni pre-
mik Q% (B, BlB”), s katerim je mozno v G vzpostaviti enako relacijo med ope-
racijama Bij in BZ!B”, kot obstaja v G*. Ko tak premik izvedemo, je povezava
B’ £ Bl‘-B"| usmerjena v obeh urnikih enako, in sicer Bl‘-Bi| N B/. Ni receno,
da se s takim premikom zmanjsa razdalja med obema urnikoma, saj se ob izvedbi
premika spremenijo tudi vse povezave, ki obstajajo med Bg in vsemi operaci-
jami B{Jrl, cee BZ!B”_I. Ce pa za premik vedno izberemo najblizjo operacijo Bf,
ki jo je potrebno premakniti za operacijo Bl‘-Bi| (vse operacije Bg“, ce BlBil_1
se v G* izvajajo pred operacijo BZ!B”), so po izvedbi premika Q]*D(Bg,BZ!B"‘)
vse povezave med B/ in B/T .. .,BZ!B” v obeh urnikih enako usmerjene. Ce
je premik QD(Bg , BZ!B"‘) izvedljiv, se ob izvedbi premika Q]*D(Bg , BZ!B"‘) razdalja
med G* and G zanesljivo zmanjsa. V nasprotnem primeru so za izvedbo pre-
mika Qp (B, BZlBi|) potrebni popravljalni premiki, kar zahteva nadaljnjo disku-

sijo.



114 Okolica urnika

Popravljalni premiki so potrebni, ée pred izvedbo premika Q3 (B, le»B”) ob-
staja v grafu G povezava med operacijo Sy(B!) in katerokoli operacijo Pj(z),
kjer je = € {Bg“,...,BlB”}. Za tako operacijo x velja, da je povezava
Sy(B?) LN Pj(z) usmerjena v G drugace kot v G*, saj v nasprotnem prmeru
graf G* ne bi bil aciklicen (operacije Bg“, e ,Bl»Bi| se v G* izvajajo pred ope-
racijo Bf ). Torej vsak popravljalni premik usmeri vsaj eno dodatno povezavo
v G enako, kot je usmerjena v G*. Razdalja med urnikoma se ob izvedbi popra-
vljalnega premika lahko poveca samo v primeru, ko obstajajo med premikajoco
operacijo u in ciljno operacijo v operacije zx, ki se v G* izvajajo za operacijo u.
Ce katerakoli operacija zj, vpliva na kriticno pot novo nastalega grafa G takoj po
izvedbi premika Q% (B, BllBil) ali v katerikoli naslednji iteraciji lokalnega iskanja,
se bo v okolici ‘H nahajal premik, s katerim bo mogoce napac¢no relacijo med
operacijami popraviti. Zaporedje izvajanja operacij Bl!Bil in Bg, ki je nastalo po
izvedbi premika Q5 (B, BZ‘-B”) ne bo ve¢ potrebno spremeniti, da bi bil katerikoli
premik QF (zg, u) izvedljiv. V G* se namre¢ vse operacije z izvajajo za opera-

.. .. - . . e oiaq B,
cijo u, prav tako kot se operacija B izvaja za vsemi operacijami B}, ..., le» il

Lahko se torej zgodi, da premik Q% (B!, BZ‘-B”) poveca razdaljo med G in G*.
Vendar se ob izvedbi vsakega takega premika poveca tudi Stevilo usmeritev v
mnozici £, ki jih z nobenim nadaljnjim premikom ne bo ve¢ potrebno spreme-
niti. Stevilo takih usmeritev je pri vsakem premiku Q% (B, BZ‘.B”) enako ena plus
Stevilo popravljalnih premikov, ki so bili za izvedbo zahtevanega premika po-
trebni. Zakljucimo, da je s pravilno izbiro premikov mozno spremeniti poljuben

zacetni izvedljiv urnik G v optimalnega G* z najvec || premiki v okolici H. [

Poleg okolice H velja lastnost povezljivosti tudi za okolici Hp in Hp, ven-
dar je slabost teh okolic doseganje povezljivosti s premiki, ki sami zase ne morejo
zmanjsati izvrénega ¢asa urnika, kar slabo vpliva na lokalno iskanje (poglavji 5.1.1
in 5.1.2). Okolica H je prva in do sedaj edina okolica, ki vsebuje samo poten-
cialno napredujoce premike (teorem 12) in hkrati izkazuje lastnost povezljivosti
(teorem 15). To je pomembna izboljsava v primerjavi z dosedanjimi postopki
lokalnega iskanja, kjer je vedno bilo treba narediti kompromis med obema la-

stnostima. S tem se je lokalno iskanje za resevanje problema IIj priblizalo im-



7.2 Lastnosti predlagane okolice 115

plementacijam lokalnega iskanja za reSevanje problemov, ki neizvedljivosti resitev
ne poznajo (na primer, problem trgovskega potnika in problem ®), zato je zanje
relativno enostavno definirati okolice, ki vsebujejo samo potencialno napredujoce
premike in izkazujejo lastnost povezljivosti. Obstoj neizvedljivih urnikov v pri-
meru problema II; uporabo takih okolic onemogoca, vsaj dokler ne integriramo

popravljalne tehnike v postopke lokalnega iskanja.
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8. Smernice za izvajanje empiri¢cnih testov

V predhodnih poglavjih smo predstavili popravljalno tehniko in njeno uporabo
tudi teoreticno utemeljili. Nadalje smo definirali okolico urnika, za katero me-
nimo, da je vsaj delno sposobna izkoristiti nove moznosti, ki nam jih popravljalna
tehnika odpira. Teoreticno dokazane lastnosti predlagane okolice dajejo slutiti,
da je le-ta mocnejsa od vseh do sedaj predlaganih okolic. Vendar nima teoreti¢ni
napredek pri razvoju postopkov za reSevanje problema II; nobene vrednosti, ¢e z
njegovo pomocjo v praksi ne moremo doseci boljsih resitev in/ali hitrejsega pri-
dobivanja le-teh. Zaradi tega je nujno preizkusiti predlagane postopke s pomocjo
primerjalnih empiri¢nih testov, ki so tako zasnovani, da se iz pridobljenih razul-
tatov jasno vidi prednosti in slabosti uporabe nasega postopka glede na ustaljene

pristope.

Splosno uveljavljenega stalisca, katera metoda optimizacije je najboljsa za
reSevanje II; problema, ni. RazSirjeno neuradno mnenje je, da ta naziv pripada
iskanju s tabu seznamom (poglavje 4.6.4) ter genetskim algorimom v kombinaciji
z lokalnim iskanjem (poglavje 4.6.6), kar pri¢ajo reference, kot so Jain in Mee-
ran (1999), Jain (1998), Jain in sod. (2000), Blazewicz in sod. (1996), Vaessens
in sod. (1996) ter Yamada in Nakano (1996b). Na tej predpostavki so zasnovani

tudi empiric¢ni testi, ki smo jih opravili.

V nadaljevanju sta najprej opisani uporabljeni implementaciji tabu iskanja
in genetskega lokalnega iskanja, ki smo ju pri testiranju uporabili. Njun opis je
namenoma dolg in natancen zaradi ponovljivosti rezultatov, saj noben znanstveni
poskus nima uporabne vrednosti, ¢e ga na drugem mestu in ob drugem c¢asu
ne more ponoviti drug izvajalec. Sledijo empiri¢ni rezultati, kjer primerjamo
zmoznosti nase okolice (in s tem popravljalne tehnike) s $tirimi najpomembnejsimi

okolicami v zgodovini problema IIj.
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9. Iskanje s tabu seznamom

Do danes je bilo za resevanje IIj problema razvitih precej implementacij iskanja s
tabu seznamom. Nekatere od njih so zelo preproste in uporabljajo samo osnovno
idejo tabu iskanja. Obstajajo tudi bolj dodelane izvedbe, kot je predlog avtorjev
Nowicki in Smutnicki (1996), ki vsebuje relativno zapleten mehanizem detektira-
nja krozenja (ang. cycling) (stanje, ko se postopek cikli¢no giblje skozi isti prostor

reSitev, s ¢imer samo izgublja ¢as).

Implementacija iskanja s tabu seznamom, ki jo predlagamo v nadaljevanju,
spada med preprostejse izvedbe. Razlog je v tem, da se ne naslanjamo na tabu
seznam kot na edini mehanizem preiskovanja prostora resitev, ampak predlagani
postopek integriramo v genetski algoritem na nacin, ki je opisan v naslednjem
poglavju. Za razliko od takega pristopa je implementacija iskanja s tabu sezna-
mom, ki jo predlagata Nowicki in Smutnicki (1996), samostojna, kar opravicuje

njeno vecjo kompleksnost.

Algoritem iskanja s tabu seznamom, ki ga predlagamo, je prikazan na sliki 9.1.
Poljuben zacetni izvedljiv urnik G je vhodni podatek v algoritem skupaj s spre-
menljivko mstag, ki doloca stevilo iteracij brez izboljsave, preden se postopek
prekine. Zacetni urnik v koraku 1 priredimo delovni spremenljivki G,,;, ki hrani
trenutno znano najboljSo resitev. Inicializiramo spremenljivko ter, ki pomni
vrednost trenutne iteracije, ter izbriSemo matricno spremenljivko TM, v kateri
pomnimo tabu status premikov. Elementu matrike T'M [a,b/ je prirejen varni pre-
mik Q*(w,,w,), s ¢imer lahko ustrezna vrednost elementa oznacuje tabu status

prirejenega premika.

V koraku 2 zgradimo okolico urnika. Oznaka Hx pomeni okolico, ki jo upo-
rabljamo za iskanje. Pri empiri¢nih testih, ki so podani v nadaljevanju, izvedemo

primerjavo nase okolice z ostalimi, zato se na tem mestu ne omejujemo zgolj na

okolico H.

V koraku 3 preverimo, ali je okolica urnika G prazna. V tem primeru postopek
prekinemo. Pri uporabi okolice, kjer tako stanje pomeni optimalnost urnika G

(ta lastnost je dokazana za okolici Hy in H), lahko optimizacijo prekinemo.
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Algoritem 5. Iskanje s tabu seznamom
{izvedljiv urnik G je vhodni podatek algoritma}
{stevilo korakov brez izboljsave mstag je vhodni podatek algoritma}

1. Guaj =G iter :=1; TM [a,b] :== 0 za vse 1 < a,b < ngey;

2. izgradi okolico Hx;
3. if [Hx| = 0 then return G; {pri nekaterih okolicah je G optimalen}
4. oceni izvrdni ¢as Coeen (i) za vsak premik Q*(u;,v;) € Hx;
5. if min] ! (Coeen(i)) < Cinax(G) then
6. nad G izvedi poljuben premik Q*(u;, v;) z najmanjs$im Cocen(4);
7. go to 2;
8. end if
9. if Chiax(G) < Cax(Gnaj) then G, := G;
10. stag := 0; tenure := |C(G)|/2; iter := iter + nyo;
11. Q*(ug,v,) := poljuben premik Q*(u;,v;) z najmanjSim Cyeen(7);
12. Hy = Hx\{Q* (s, v2)};
13. if TM [num(u,), num(v,)] > (iter — tenure) and Coeen (%) > Chax(Gnaj) then
14. if |Hx| = 0 then
15. iter := iter + tenure/2;
16. izgradi okolico Hx;
17. end if
18. go to 11;
19. end if
20. TM [num(u, ), num(v,)] := iter; TM [num(v, ), num(u,)] := iter;
21. nad G izvedi premik Q*(uy, v, );
22. if Chax(G) < Cinax(Gnaj) then go to 2;
23. izgradi okolico Hx;
24. tenure := |C(G)|/2; iter := iter 4 1; stag := stag + 1;
25. if stag < mstag then go to 11;
26. return G,,;;

Slika 9.1: Algoritem za izvedbo iskanja s tabu seznamom.
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V koraku 4 ocenimo rezultirajoci izvrsni cas urnika pri izvedbi posameznih

premikov v okolici. Postopek ocenjevanja smo opisali v poglavju 4.6.2.

V koraku 5 preverimo, ali je najmanjsi ocenjeni izvrsni ¢as kateregakoli pre-
mika v Hx manjsi od trenutnega izvrSnega cCasa urnika G, kar pomeni, da se
postopek verjetno ne nahaja v lokalnem minimumu glede na uporabljeno okolico.
V tem primeru enostavno izvedemo premik (korak 6), za katerega smo ocenili,
da izvrsni ¢as urnika najbolj zmanjsa; ¢e ima ve¢ premikov isto najmanjso oceno,
izberemo kateregakoli izmed njih. Po izvedbi premika se vrnemo na korak 2, kjer

se celotni postopek ponovi.

V koraku 9 se urnik nahaja v lokalnem minimumu glede na uporabljeno oko-
lico. Sedaj preverimo, ali je izvrsni ¢as urnika manjsi od trenutno najboljsega
urnika; v tem primeru si ga zapomnimo v spremenljivki G,,;. Preverjanje tega
pogoja po izvedbi koraka 6 bi bilo nesmotrno, saj bi to povzrocilo veliko ¢asovno
zamudnih prirejanj vmesnih urnikov spremenljivki G,,; vsaki¢, ko bi urnik iz-
boljsali, ceprav se le-ta Se ne nahaja v lokalnem minimumu, s ¢imer je verjetnost

nadaljnje izboljsave ob naslednji ponovitvi korakov od 2 do 8 velika.

Pravo iskanje s tabu seznamom se pri¢ne v koraku 10. Ker se urnik sedaj
nahaja v lokalnem minimumu glede na uporabljeno okolico, moramo za nadalj-
njo optimizacijo uporabiti meta-hevristicni mehanizem pobega, ki ga v nasem
primeru utelesa tabu seznam. Na tem mestu inicializiramo spremenljivko stag,
ki Steje stevilo iteracij brez izboljSave trenutne resitve. Spremenljivka tenure
hrani dolzino trajanja (Stevilo iteracij) tabu statusa premikov. Vidimo, da le-
to ni konstantno, ampak se spreminja od urnika do urnika glede na trenutno
Stevilo kriti¢cnih operacij vzdolz obravnavane kriticne poti. Tak postopek samo-
prilagajanja sta predlagala Mastrolilli in Gambardella (2000) za generalizirani I1;
problem; njuna izbira je tenure := |C'(G)|, vendar smo mi dosegli boljse rezultate
s prepolovitvijo te vrednosti. Spremenljivka iter hrani trenutno iteracijo, da lahko
skupaj s tenure doloc¢imo, kateri premiki imajo tabu status. V tem koraku spre-
menljivko iter povecamo za Stevilo operacij v instanci, kar ima ucinek preklica
tabu statusa vsem premikom, saj kriticna pot in s tem spremenljivka tenure ne

more biti vecja od ng.
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V koraku 11 izberemo iz okolice premik, ki ima najmanjsi ocenjeni izvrsni ¢as;
le-ta je tipi¢no vec¢ji od trenutnega izvrSnega casa, ker se nahajamo v lokalnem
minimumu, ali izvajamo premike, ki izvrsni ¢as urnika slabsajo. Izbrani premik
odstranimo iz trenutne okolice (korak 12), ko zanj velja tabu status, da lahko pri

ponovni izbiri dolo¢imo drugega kandidata za izvedbo.

V koraku 13 preverimo tabu status izbranega premika. Pri tem nam pomaga
matrika TM, katere elementi hranijo zadnjo iteracijo, ob kateri je bil doloceni
premik izveden (iteracije se elementom priredijo v koraku 20, kot je opisano v
nadaljevanju). V primeru da se je izbrani premik ali njegov inverzni premik
izvrsil manj kot tenure iteracij nazaj, ima izbrani premik tabu status in ga ne
izvedemo; izjema je primer, ko je ocenjeni izvrsni cas premika manjsi od trenutno
znanega najboljsega izvrsnega Casa (aspiracijski kriterij, poglavje 4.6.4), s ¢imer

se tabu status ukine in nadaljujemo s korakom 20, kjer izbrani premik izvrsimo.

V primeru tabu statusa izbranega premika obstajata dve moznosti (korak 14).
Ce trenutna okolica ni prazna, se v koraku 18 vrnemo na korak 11, kjer izberemo
naslednji najboljsi premik v okolici in poskusimo znova. Ce je trenutna okolica
prazna (vsi premiki imajo tabu status), povecamo spremenljivko iter za polo-
vico trenutne vrednosti tenure (korak 15), s ¢imer se verjetno ukine tabu status
dolo¢enim premikom. Ob tem ponovno zgradimo okolico trenutnega urnika (ko-
rak 16), saj smo predhodno posamezne premike iz nje izbrisali (korak 12). Nato
se vrnemo na korak 11, kjer ponovno izbiramo premike iz okolice, vendar tokrat z
manj restriktivnim tabu statusom. Ce so zopet vsi premiki tabu, se v koraku 15
spremenljivka iter ze drugi¢ poveca za poloviéno vrednost spremenljivke tenure,
s ¢imer je zanesljivo ukinjen tabu status vsem premikom v okolici in optimizacija

se nadaljuje.

Korak 20 dosezemo, ko izbrani premik ni tabu in ga brezpogojno izvrsimo.
Najprej vpiSemo v ustrezna elementa matrike 7'M trenutno iteracijo, da lahko

izbranemu in njemu inverznemu premiku naknadno pripiSemo tabu status.

V koraku 21 premik dejansko izvréimo na urniku. Ce je dejanski (in ne oce-
njeni) izvrsni ¢as tako dobljenega urnika manjsi od trenutno znanega najboljsega

izvrsnega ¢asa (korak 22), se vrnemo na korak 2, kjer se celotni postopek ponovi
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z novim najboljsim urnikom kot izhodis¢em za preiskovanje. Pomembno je, da
pri tem ne uporabljamo ocenjeni izvrsni cas ampak dejanskega, saj bi se v na-
sprotnem primeru postopek lahko zavozlal, ker so ocenjeni izvrsni casi najveckrat

bolj optimisticni od dejanskih.

Ce dobljeni urnik ni boljsi od najboljsega znanega, se nadaljuje obicajno tabu
iskanje. V koraku 23 zgradimo okolico novega urnika, v koraku 24 dolo¢imo novo

vrednost tenure, povecamo stevilo iteracij iter ter Stevec stagnacij stag.

Ce stevilo stagniranih iteracij ni ve¢je od maksimalne predpisane vrednosti
mstag (korak 25), sko¢imo na korak 11, sicer postopek kon¢amo in kot rezultat

vrnemo najboljsi urnik, ki smo ga v teku tabu iskanja nasli.

Pri nekaterih testih v nadaljevanju uporabljamo predpisani ¢as izvajanja tabu

iskanja kot terminacijski pogoj (korak 25) namesto stevila iteracij brez izboljsave.
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10. Genetski algoritem

V poglavju 4.6.5 smo opisali prednosti in slabosti genetskih algoritmov, ki dikti-
rajo nacin njihove uporabe. Generski algoritmi preiskujejo prostor resitev zelo na
siroko in neprecizno, zato je njihova prednost v tem, da niso obc¢utljivi na lokalne
minimume. Vendar genetski algoritmi sami zase niso sposobni natan¢nega prei-
skovanja prostora resitev, zato z njihovo pomocjo zelo redko naletimo na resitve
velike kvalitete. Komplementarna ugotovitev velja za iskanje s tabu seznamom,
ki preiskuje prostor resitev relativno precizno v okolici zacetne resitve, ne more
pa se bistveno odmakniti od lokalno omejenega teritorija, kjer se je preiskova-
nje pricelo. V praksi zato pogosto naletimo na kombinacijo obeh pristopov, kar

imenujemo genetsko lokalno iskanje (Grefenstette 1987).

Nasa implementacija genetskega lokalnega iskanja je naslednja. Vhodni po-
datki v algoritem so spremenljivke, ki dolocajo parametre iskanja, kakor je opisano

v nadaljevanju.

Pred pricetkom izvajanja evolucije se vnaprej doloceno stevilo ps kromoso-
mov inicializira tako, da vsak od njih predstavlja nakljuéno generiran izvedljiv
urnik. Urniki so zakodirani s kodno shemo, ki jo je predlagal Bierwirth (1995).
Vsak kromosom je optimiran z iskanjem s tabu seznamom, kakor je bilo opisano
v predhodnem poglavju. Vrednost mstag je enaka n., s ¢cimer se postopek delno
avtomaticno adaptira na razlicne velikosti instanc. Optimirani kromosomi vsto-
pajo v populacijo vendar le, ¢e je njihov izvrsni ¢as razlicen od vseh izvrsnih casov
kromosomov, ki so ze v populaciji; v nasprotnem primeru se naklju¢na iniciali-
zacija in optimizacija kromosoma ponovi. Tak pristop naleti na oviro pri izredno
lahkih instancah, kjer je nemogoce generirati dovolj optimiranih kromosomov z
razliénimi izvrsnimi ¢asi (vse generirane resitve so zelo blizu optimalni resitvi), s
¢imer se postopek zavozla. Da to preprecimo, se kromosoma ne inicializira vec kot
v m (Stevilo strojev v instanci) poskusih. Namesto tega se populacija (in s tem
parameter ps) zmanjsa na Stevilo dobljenih kromosomov z razliénimi izvr$nimi
casi, ki smo jih do tega trenutka uspeli generirati. Ko je zacetna populacija

inicializirana, se pri¢ne prva iteracija evolucije.
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Vsakemu kromosomu ¢(i), 1 < i < ps, z izvrsnim casom Chpax(i) se pri-
redi vrednost prilagoditvene funkcije f(i) po obrazcu f(i) = Chax/Cumax(1), kjer
je Coax = F° Crax(@)/ps. Sledi linearno skaliranje vrednosti prilagoditvene
funkcije, na povsem enak nacin, kot je priporoc¢eno v Goldberg (1989). Namen
tega koraka je uravnotezenje populacije in preprecitev prehitrega izginotja vecine
kromosomov zaradi enega ali dveh izrazito moc¢nih primerkov. Parameter skali-
ranja je vrednost Rp/a, ki predpisuje razmerje med najboljso in povprecno pri-
lagoditveno funkcijo v populaciji. S pomocjo skaliranih vrednosti prilagoditvene
funkcije se vsakemu kromosomu izrac¢una kumulativna vrednost prilagoditvene
funkcije f.(i) = 22:1 fe(7), ki se uporablja pri izbiri kromosomov za delova-
nje genetskih operatorjev. Kromosomi se izbirajo na naslednji nacin: generira
se nakljuéno stevilo n med 0 in f.(ps) (vkljuéno) ter izbere kromosom c(s) z

najmanjsim indeksom s, za katerega velja relacija mm < f.(s).

Za izvedbo krizanja smo izbrali genetski operator GOX, kot je to predlagano v
Mattfeld (1996), vendar smo v predlagano izvedbo vnesli majhno spremembo: pri-
porocilo pravi, naj bo dolzina kromosomovega odseka velika med ngo /3 in ny /2,
vendar smo mi dosegli boljse rezultate z manj restriktivnim pogojem dolzine
odseka med ny /20 in ng /2. Poleg tega izbrana kromosoma za krizanje pre-
gledamo, da ugotovimo njun prvi g, in zadnji g, gen pri katerem se razlikujeta.
Ce je dolzina odseka med gp in g, manjsa od ny/15, se krizanje preklice, ker
sta si kromosoma preve¢ podobna, zato je verjetnost, da s krizanjem nastane
drugacen urnik, relativno majhna. V teku evolucije celotna populacija izkazuje
lastnost konvergence in kromosomi si postajajo med seboj zelo podobni, s ¢imer
bi brez ugotavljanja njihove razlicnosti postopek optimizacije izgubljal cas s tabu

iskanjem istih resitev.

Stevilo krizanj v evolucijski iteraciji se izracuna kot cprob - ps, kjer je cprob
(0 < eprob < 1) vnaprej predpisana verjetnost krizanja. Pred vsako izvedbo
krizanja postopek izbere dva kromosoma c(a) in ¢(b), kot je bilo predhodno opi-
sano. V primeru da je a = b, se izbira ponovi. Rezultat krizanja se optimira
s tabu seznamom in doda v populacijo, Ce sta izpolnjena naslednja pogoja: (1)

izvrsni ¢as dobljenega urnika je razlicen od vseh izvrsnih casov urnikov v popu-
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laciji, (2) izvrsni cas dobljenega urnika je krajsi od izvrsnega Casa najslabsega
urnika v populaciji. Ce kateri od pogojev ni izpolnjen, se rezultirajo¢i kromosom
zavrne. Ko so izvedena vsa krizanja v evolucijski iteraciji, se k vrednosti cprob
pristeje Acprob (=1 < Acprob < +1), ki je prav tako vnaprej predpisana vre-
dnost. V primeru da vrednost cprob postane vecja od 1 ali manjsa od 0, se

popravi na najblizjo od obeh vrednosti.

Drug genetski operator so mutacije. Mattfeld (1996) predlaga izvajanje mu-
tacij z operatorjem PMB. Vendar ima izvajanje mutacij direktno na kromosomih
slabo lastnost, in sicer je dolo¢en procent mutacij samo navideznih, ker je kodna
shema redundantna. Zaradi tega nas postopek izvaja mutacije direktno na ur-
niku in ne na samem kromosomu. Pred izvedbo mutacije se kromosom odkodira
v urnik. Nato se naklju¢no izbere eden od premikov v njegovi okolici H ter brez-
pogojno izvrsi, ne glede na rezultirajoc¢i izvrsni ¢as. Na ta nacin zagotovimo, da
vsaj en premik na urniku vpliva na njegovo kriti¢no pot. Na urniku se nato izvrsi
Se nakljucno izbrano stevilo dodatnih premikov med 1 in n. - gprobd, kjer je gprob
vnaprej predpisana vrednost med 0 and 1. Pri vsakem dodatnem premiku se na-
kljuéno dolo¢i stroj M; ter operaciji w, € O; in wy, € O; (a # b), nakar se izvrsi
premik Q*(wg, wy). Po izvedbi vseh mutacijskih premikov, se rezultirajo¢i urnik
optimira s tabu iskanjem in doda v populacijo, ¢e sta izpolnjena ista pogoja, kot
pri krizanju.

Stevilo mutacij v evolucijski iteraciji se izracuna kot mprob - ps, kjer
je mprob (0 < mprob < 1) vnaprej predpisana vrednost. Ko so vse mutacije
opravljene, se vrednosti mprob pristeje vnaprej predpisana vrednost Amprob
(—1 < Amprob < +1), s cimer se §tevilo mutacij poveca ali zmanjsa med po-
sameznimi evolucijskimi iteracijami. Podobno se vrednosti gprob pristeje vnaprej
predpisana vrednost Agprob (—1 < Amprob < +1), ki poveca ali zmanjsa stevilo
mutacijskih premikov. Ce katera od vrednosti mprob ali gprob postane veéja od 1

ali manjsa od 0, se popravi na najblizjo mejno vrednost.

Ker kromosomi, ki so rezultat genetskih operacij, ne zamenjajo originalnih
kromosomov, se populacija med posamezno iteracijo poveca. Po koncu vsake

evolucijske iteracije se stevilo kromosomov zmanjsa na zacetno vrednost ps tako,
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da se iz populacije izbrise ustrezno stevilo kromosomov, ki imajo najslabsi izvrsni
cas. Evolucija se prekine, ko v zadnjih siters iteracijah ni prislo do izboljsave

najboljsega kromosoma v populaciji.
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11. Rezultati pri iskanju s tabu seznamom

Prvi niz empiri¢nih testov uporablja samo iskanje s tabu seznamom, ki je bilo
opisano v poglavju 4.6.4 Pri snovanju njihove izvedbe se je pojavilo vprasanje,
na kaksen nacin primerjati razlicne okolice na objektiven nacin. Dilemo je pred-
stavljala izbira terminacijskega kriterija, kjer Stevilo iteracij brez izboljsave ni
najbolj primerna izbira. Problem je v tem, da popravljalna tehnika izvaja poleg
zahtevanega premika tudi popravljalne premike, zato bi tak kriterij za naso oko-
lico predstavljal prednost. Da bi opisano pristranskost preprecili, smo se odlocili
uporabiti dovoljeni ¢as tabu optimizacije kot terminacijski pogoj (korak 25 al-
goritma 5). Izbire so bile naslednje: 10ms, 50 ms, 100ms, 500 ms in 1000 ms.

Izvajanje testov je potekalo na racunalniku s procesorjem AMD Athlon 900 TB.

Primerjalne teste smo izvajali nad mnozico 12 izbranih testnih primerov, ki
so znani kot tezko resljivi (poglavji 4.2 in 4.3). Za vsako instanco smo generi-
rali 500 nakljucnih urnikov in jih optimirali s tabu seznamom z uporabo §tirih
najpomembnejsih II; okolic (poglavje 4.6) in naSe okolice (poglavje 7.1). Pri
vseh okolicah smo uporabili iste zacetne urnike. Rezultati so prikazani v tabelah
od 11.1 do 11.10. Nasa okolica je loc¢eno primerjana z vsako od ostalih obravna-

vanih okolic.

Posamezni stolpci v tabelah imajo naslednji pomen. V prvem stolpcu se
nahaja ime testnega problema. Stolpec Cp.x(H) podaja povprecni izvrsni ¢as
urnikov ob uporabi nase okolice. Pod oznakami Cpax(H ), Crnax(HB), Cinax(Hp)
in Chax(Hy) se nahajajo rezultati dobljeni z uporabo pripadajocih okolic. V
stolpcih AC,.« se nahaja razlika povpreénega rezultata med primerjano in naso
okolico, kjer pozitivna vrednost pomeni, da smo z naso okolico dobili boljsi re-
zultat (ACmax = Choae(Hx) — CmaX(H)). Stolpea N°(H < Hy) in N°(H < Hx)
podajata, kolikokrat smo z naso okolico dobili boljsi rezultat kakor s primerjano
in obratno. Dva stolpca sta potrebna zato, ker z enim ni mogoce prikazati nepri-
stranskih rezultatov, ko z obema okolicama dobimo isti rezultat. Zadnji stolpec
podaja razliko med obema Steviloma, kjer pozitivna vrednost pomeni, da smo z

naso okolico veckrat dobili boljsi rezultat kot s primerjalno.
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11.1 Rezultati tabu iskanja pri ¢asu izvajanja 10 ms

Tabela 11.1 primerja naso okolico z okolicama Hx (Nowicki in Smutnicki 1996)
ter Hp (Balas 1969) ob dovoljenem ¢asu izvajanja 10ms. Vidimo, da so pri
vseh instancah povpreéni izvrsni ¢asi urnikov, dobljenih z naso okolico, boljsi
od primerjalnih okolic. Tudi Stevilo tabu iskanj, kjer je nasa okolica dala boljsi
rezultat govori mocno v naso korist. Edina izjema je instanca ft10, kjer smo
z okolico Hy dobili boljsi rezultat v 249 primerih, z naso okolico pa le v 242
primerih. Kljub temu je povprecni rezultat tudi pri tej instanci neznatno boljsi

ob uporabi nase okolice.

primerjava okolice H z okolico Hy (Nowicki in Smutnicki 1996)
problem | Crax (M) Conax(Hx)  ACmax | N°(H < Hy) N°(H > Hy) AN

abz7 743,46 756,59 13,13 352 138 214
abz8 745,27 759,55 14,28 353 139 214
abz9 773,43 780,63 7,20 326 164 162
£610 985,48 986,17 0,69 242 249 -7
1a21 1090,13 1099,70 9,57 294 192 102
1a24 959,98 970,17 10,19 351 140 211
1a29 1235.,59 124730 11,71 328 164 164
1a40 1294,10 1304,28 10,18 317 178 139
ynl 1056,81 108929 32,48 411 86 325
yn2 1082,87 1108,18 25,31 387 110 277
yn3 1103,79 113154 27,75 379 117 262
ynd 1208,24 123442 26,18 374 122 252

primerjava okolice H z okolico Hp (Balas 1969)
problem | Comx (M) Conx(HE)  ACmax | NO(H < Hp) N°(H > Hp) AN

abz7 743,46 818,22 74,76 495 5 490
abz8 745,27 808,19 62,92 485 12 473
abz9 773,43 825,33 51,90 489 10 479
£610 985,48 1030,95 45,47 431 66 365
la21 1090,13 1160,10 69,97 465 29 436
1a24 959,98 1006,30 46,32 421 73 348
1a29 1235,59 1468,73 233,14 500 0 500
1a40 129410 134930 55,20 450 45 405
ynl 1056,81 1103,16 46,35 439 58 381
yn2 1082,87 1131,74 48,87 448 50 398
yn3 1103,79 1161,38 57,59 441 56 385
ynd 1208,24 1310,30 102,06 472 26 446

Tabela 11.1: Primerjava okolice H z okolicama H in Hp pri optimizaciji s tabu
seznamom (izvrsni ¢as 10 ms).
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V tabeli 11.2 si lahko ogledamo primerjavo naSe okolice z okolicama Hp
(Dell’Amico in Trubian 1993) ter Hy (Yamada in sod. 1994) ob dovoljenem
casu izvajanja 10 ms. Tokrat so rezultati manj enoli¢ni. Ob uporabi okolice Hp
smo pri instancah ynl, yn2 in yn3 dosegli boljSe povprecne urnike v primerjavi z

naso okolico. Pri instancah yn1 in yn3 je zaostanek nase okolice relativno velik.

Z okolico 'Hy smo dosegli Se boljse rezultate, saj so bili z njeno pomocjo
dobljeni urniki boljsi od nasih kar v sedmih od dvanajstih primerov; pri instan-
cah ynl, yn2 in yn3 so rezultati znatno boljsi. Okolica Hy precej zaostaja za

naso samo pri instancah ft10 in 1a29.

primerjava okolice H z okolico Hp (Dell’Amico in Trubian 1993)
problem | Coax (M) Coax (D) ACmax | N(H < Hp) N°(H > Hp) AN

abz7 743,46 750,45 6,99 324 169 155
abz8 745,27 751,46 6,19 314 174 140
abz9 773,43 775,25 1,82 261 220 41
£610 985,48 1001,63 16,15 355 135 220
1a21 1090,13 1101,59 11,46 321 169 152
1a24 959,98 964,93 4,95 298 184 114
1a29 1235,59 1281,71 46,12 446 49 397
1a40 1294,10 1300,68 6,58 294 203 91
ynl 1056,81 1046,77  -10,04 180 307 -127
yn2 1082,87 1080,10  -2,77 230 261  -31
yn3 1103,79 1092,81  -10,98 197 290  -93
ynd 1208,24 122535 17,11 309 184 125

primerjava okolice H z okolico Hy (Yamada in sod. 1994)
problem | Ciax(H)  Chax(Hy) ACmax | N°(H < Hy) N°(H > Hy) AN°

abz7 743,46 734,68  -8,78 143 346 -203
abz8 745,27 73951  -5,76 181 309 -128
abz9 773,43 764,62  -8,31 143 352 -209
££10 985,48 996,04 10,56 324 169 155
la21 1090,13  1095,79 5,66 247 235 12
1a24 959,98 963,65 3,67 254 226 28
1a29 123559 126158 25,99 366 128 238
1a40 1294,10  1288,06  -6,04 187 295 -108
ynl 1056,81 1036,40  -20,41 122 376 -254
yn2 1082,87  1066,48 -16,39 140 353 -213
yn3 1103,79  1082,06 -21,73 144 352 -208
ynd 120824 121099 2,75 250 242 8

Tabela 11.2: Primerjava okolice H z okolicama Hp in Hy pri optimizaciji s tabu
seznamom (izvrsni ¢as 10 ms).
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11.2 Rezultati tabu iskanja pri ¢asu izvajanja 50 ms

Tabela 11.3 primerja naso okolico z okolicama Hx (Nowicki in Smutnicki 1996)
ter Hp (Balas 1969) ob dovoljenem casu izvajanja 50 ms. Z uporabo okolice Hy
smo pri instanci ft10 dobili nekoliko boljse rezultate kot z uporabo nase okolice.

Pri ostalih instancah okolica H moc¢no zaostaja.

Okolica ‘Hp daje bistveno slabse rezultate, zato je prakti¢no ni potrebno ko-

mentirati.

primerjava okolice H z okolico Hy (Nowicki in Smutnicki 1996)
problem | Crax (M) Conax(Hn)  ACmax | N°(H < Hy) N°(H > Hy) AN

abz7 686,48 696,20 9,72 401 84 317
abz8 697,66 706,29 8,63 408 80 328
abz9 726,13 732,50 6,37 337 147 190
£610 955,83 953,18  -2,65 239 245 -6
1a21 1062,96 1072,14 9,18 281 195 86
1a24 949,10 957,56 8,46 371 117 254
1a29 1193,33 1200,91 7,58 337 153 184
1a40 1246,53 1251,48 4,95 313 161 152
ynl 933,50 946,15 12,65 374 116 258
yn2 957,30 967,42 10,12 357 133 224
yn3 959,72 978,52 18,80 397 92 305
ynd 1049,88 1065,12 15,24 361 129 232

primerjava okolice H z okolico Hp (Balas 1969)
problem | Cipax(H) Chax(HB) AChax | N°(H < Hp) N°(H >Hp) AN°

abz7 636,48 779,02 92,54 500 0 500
abz8 697,66 743,40 45,74 472 26 446
abz9 726,13 781,70 55,57 489 8 481
£610 955,83 1027,63 71,80 447 49 398
1a21 1062,96 1151,84 88,88 478 21 457
1a24 949,10 982,73 33,63 405 84 321
1a29 1193,33 148345 290,12 500 0 500
1a40 1246,53 1282,96 36,43 461 34 427
ynl 933,50 953,61 20,11 431 61 370
yn2 957,30 985,79 28,49 450 44 406
yn3 959,72 1001,06 41,34 475 22 453
ynd 1049,88 1193,96 144,08 500 0 500

Tabela 11.3: Primerjava okolice H z okolicama H in Hp pri optimizaciji s tabu
seznamom (izvrsni ¢as 50 ms).
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V tabeli 11.4 si lahko ogledamo primerjavo naSe okolice z okolicama Hp
(Dell’Amico in Trubian 1993) ter Hy (Yamada in sod. 1994) ob dovoljenem
casu izvajanja 50ms. Rezultati z uporabo nase okolice so se mo¢no popravili
glede na ¢as optimizacije 10ms. Okolica Hp je bila pri vseh instancah slabsa, Se

posebej izrazito pri primerih ft10, la29 in yn4.

Tudi glede na okolico Hy so se nasi rezultati popravili, saj je nasa okolica
slabsa od Hy samo Se na S§tirih od dvanajstih primerov. Nas zaostanek ni niti
malenkosten niti izrazit. Nasprotno s tem je zaostanek okolice Hy zelo izrazit pri
instancah ft10, 1a29 in yn4. Tudi v primeru instance la21 okolica Hy precej

zaostaja. Pri reSevanju instance abz7 sta obe okolici dokaj enakovredni.

primerjava okolice H z okolico Hp (Dell’Amico in Trubian 1993)
problem | Coax (M) Coax (D) ACmax | NO(H < Hp) N°(H > Hp) AN°

abz7 636,48 693,55 7,07 359 127 232
abz8 697,66 702,87 5,21 344 144 200
abz9 726,13 728,84 2,71 299 191 108
£610 955,83 980,42 24,59 383 105 278
1a21 1062,96 1074,98 12,02 341 145 196
1a24 949,10 952,00 2,90 272 176 96
1a29 1193,33 1252,36 59,03 474 26 448
1a40 1246,53 1251,28 4,75 281 193 88
ynl 933,50 935,06 1,56 253 220 24
yn2 957,30 959,98 2,68 273 214 59
yn3 959,72 964,58 4,86 287 198 89
ynd 1049,88 1087,07 37,19 442 57 385

primerjava okolice H z okolico Hy (Yamada in sod. 1994)
problem | Comx (M) Coax(Hv)  ACumax | No(H < Hy) N°(H > Hy) AN°

abz7 636,48 637,00 0,61 232 244 -12
abz8 697,66 699,49 1,83 246 220 17
abz9 726,13 722,85  -3,28 185 298 -113
£610 955,83 977,49 21,66 362 125 237
1a21 1062,96 1078,57 15,61 349 139 210
1a24 949,10 953,10 4,00 262 211 51
1a29 1193,33 1237,30 43,97 439 58 381
1a40 1246,53 1247,99 1,46 234 244 -10
ynl 933,50 930,94  -2,56 199 290 91
yn2 957,30 954,41  -2,89 193 286 -93
yn3 959,72 957,11  -2,61 210 275 -65
ynd 1049,88 1080,94 31,06 398 98 300

Tabela 11.4: Primerjava okolice H z okolicama Hp in Hy pri optimizaciji s tabu
seznamom (izvrsni ¢as 50 ms).
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11.3 Rezultati tabu iskanja pri ¢asu izvajanja 100 ms

Tabela 11.5 primerja naso okolico z okolicama Hx (Nowicki in Smutnicki 1996)
ter Hp (Balas 1969) ob dovoljenem casu izvajanja 100 ms. Okolica Hy $e vedno

daje boljse rezultate pri instanci ft10, v ostalih primerih pa zaostaja.

Okolica Hp daje zelo slabe rezultate, zato je prakti¢no ni potrebno komenti-

rati.

primerjava okolice H z okolico Hy (Nowicki in Smutnicki 1996)
problem | Crax (M) Cooax(Hn)  ACmax | N°(H < Hy) N°(H > Hy) AN

abz7 678,21 685,58 7,37 394 76 318
abz8 690,47 699,28 8,81 416 68 348
abz9 713,15 719,70 6,55 353 125 228
ft10 951,60 949,05 -2,55 256 230 26
la21 1059,21 1069,82 10,61 340 126 214
la24 949,02 954,52 9,50 346 131 215
la29 1184,29 1190,76 6,47 363 126 237
1a40 1239,91 1242,90 2,99 302 173 129
ynl 918,64 925,72 7,08 355 130 225
yn2 940,24 948,45 8,21 374 112 262
yn3 935,74 949,03 13,29 385 106 279
yn4 1020,02 1030,27 10,25 351 140 211

primerjava okolice H z okolico Hp (Balas 1969)
problem | Cpax(H) Chax(HB) AChax | N°(H < Hp) N°(H >Hp) AN°

abz7 678,21 774,62 96,41 500 0 500
abz8 690,47 737,16 46,69 475 21 454
abz9 713,15 771,79 58,64 487 11 476
£610 951,60 101956 67,96 455 42 413
1a21 1059,21 1143,89 84,68 475 23 452
1a24 949,02 983,50 34,48 377 103 274
1a29 1184,29 147724 292,95 500 0 500
1a40 1239,91 1271,15 31,24 420 67 353
ynl 918,64 931,08 12,44 402 84 318
yn2 940,24 961,47 21,23 450 47 403
yn3 935,74 973,76 38,02 472 24 448
ynd 1020,02 1174,67 154,65 499 1 498

Tabela 11.5: Primerjava okolice H z okolicama H in Hp pri optimizaciji s tabu
seznamom (izvrsni ¢as 100 ms).
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V tabeli 11.6 si lahko ogledamo primerjavo nase okolice z okolicama Hp
(Dell’Amico in Trubian 1993) ter Hy (Yamada in sod. 1994) ob dovoljenem ¢asu
izvajanja 100 ms. Nasa okolica je boljsa od okolice Hp na vseh testnih primerih.

Pri instancah ft10, 1a21, 1a29 in yn4 je naSa prednost izrazita.

Glede na okolico Hy nasi rezultati zaostajajo pri instancah abz9, 1a40, ynl,
yn2 in yn3. V nobenem primeru zaostanek ni izrazit. Nasprotno pa okolica Hy

znatno zaostaja pri reSevanju problemov ft10, la21, 1a29 in yn4.

primerjava okolice H z okolico Hp (Dell’Amico in Trubian 1993)
problem | Coax (M) Coax (D) ACmax | N(H < Hp) N°(H > Hp) AN°

abz7 678,21 631,89 3,68 318 153 165
abz8 690,47 694,97 4,50 329 145 184
abz9 713,15 716,27 3,12 303 171 132
£610 951,60 977,13 25,53 400 87 313
1a21 1059,21 1074,55 15,34 393 101 292
1a24 949,02 951,64 2,62 260 198 62
1a29 1184,29 124750 63,21 481 17 464
1a40 1239,91 1242,06 2,15 263 212 51
ynl 918,64 919,43 0,79 253 232 21
yn2 940,24 941,96 1,72 264 218 46
yn3 935,74 941,39 5,65 318 170 148
ynd 1020,02 1058,02 38,00 446 48 398

primerjava okolice H z okolico Hy (Yamada in sod. 1994)
problem | Cinax(H) Chax(Hy) ACmax | N°(H < Hy) N°(H > Hy) AN°

abz7 678,21 678,92 0,71 220 244 24
abz8 690,47 693,05 2,58 261 207 54
abz9 713,15 711,87 -1,28 206 267  -61
££10 951,60 977,43 25,83 387 101 286
la21 1059,21 1079,76 20,55 382 98 284
1a24 949,02 951,53 2,51 247 213 34
1a29 1184,290 124094 56,65 459 38 421
1a40 1239,91 123946  -0,45 189 278 -89
ynl 918,64 917,14  -1,50 218 262 -44
yn2 940,24 939,44  -0,80 222 261 -39
yn3 935,74 935,71 -0,03 238 253 -15
ynd 1020,02 1054,40 34,38 398 93 305

Tabela 11.6: Primerjava okolice H z okolicama Hp in Hy pri optimizaciji s tabu
seznamom (izvrsni ¢as 100 ms).
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11.4 Rezultati tabu iskanja pri ¢asu izvajanja 500 ms

Tabela 11.7 primerja naso okolico z okolicama Hx (Nowicki in Smutnicki 1996)
ter Hp (Balas 1969) ob dovoljenem casu izvajanja 500 ms. Okolica H ponovno

daje boljse rezultate pri instanci ft10, v ostalih primerih pa zaostaja.

Okolica Hp daje zelo slabe rezultate, zato je prakti¢no ni potrebno komenti-

rati.

primerjava okolice H z okolico Hy (Nowicki in Smutnicki 1996)
problem | Crax (M) Cooax(Hn)  ACmax | N°(H < Hy) N°(H > Hy) AN

abz7 669,79 674,60 4,81 418 56 362
abz8 630,33 690,02 9,69 461 25 436
abz9 696,28 702,77 6,49 405 73 332
£610 951,09 945,49  -5,60 185 297 -112
1a21 1058,45 1068,14 9,69 325 136 189
1a24 949,46 954,41 4,95 307 167 140
1a29 1174,53 1181,78 725 394 91 303
1a40 1233,35 1235.68 2,33 296 93 203
ynl 903,35 907,21 3,86 360 111 249
yn2 924,99 929,61 4,62 362 121 241
yn3 911,17 916,37 5,20 366 109 257
ynd 990,94 994,20 3,26 315 166 149

primerjava okolice H z okolico Hp (Balas 1969)
problem | Cpax(H) Chax(HB) AChax | N°(H < Hp) N°(H >Hp) AN°

abz7 669,79 776,03 106,24 500 0 500
abz8 630,33 724,29 43,96 477 21 456
abz9 696,28 763,66 67,38 498 2 496
£610 951,09 101348 62,39 439 58 381
1a21 1058,45 1145,68 87,23 469 30 439
1a24 949,46 975,03 25,57 356 127 229
1a29 1174,53 1469,27 294,74 500 0 500
1a40 1233,35 1270,98 37,63 448 30 418
ynl 903,35 909,81 6,46 389 91 298
yn2 924,99 937,65 12,66 428 61 367
yn3 911,17 934,75 23,58 450 42 408
ynd 990,94 1153,71 162,77 498 2 496

Tabela 11.7: Primerjava okolice H z okolicama H in Hp pri optimizaciji s tabu
seznamom (izvrsni ¢as 500 ms).
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V tabeli 11.8 si lahko ogledamo primerjavo nase okolice z okolicama Hp
(Dell’Amico in Trubian 1993) ter Hy (Yamada in sod. 1994) ob dovoljenem ¢asu
izvajanja 500 ms. Nasa okolica je boljsa od okolice Hp na vseh testnih primerih.

Pri instancah ft10, 1a21, 1a29 in yn4 je naSa prednost izrazita.

Glede na okolico Hy nasi rezultati zaostajajo samo pri pri instancah ynl,
yn2. V obeh primerih so zaostanki izredno majhni. Okolica Hy znatno zaostaja
pri reSevanju primerov ft10, 1a21, 1a29 in yn4. Pri instanci abz9 sta bili okolici

enakovredni.

primerjava okolice H z okolico Hp (Dell’Amico in Trubian 1993)
problem | Coax (M) Coax (D) ACwmax | N(H < Hp) N°(H > Hp) AN°

abz7 669,79 672,12 2,33 312 151 161
abz8 630,33 682,96 2,63 281 198 83
abz9 696,28 698,40 2,12 304 163 141
£610 951,09 975,50 24,41 389 102 287
1a21 1058,45 1070,61 12,16 360 111 249
1a24 949,46 950,59 1,13 242 224 18
1a29 1174,53 1250,98 76,45 490 10 480
1a40 1233,35 1236,28 2,93 228 186 42
ynl 903,35 903,62 0,27 230 221 9
yn2 924,99 925,33 0,34 237 226 11
yn3 911,17 913,06 1,89 295 180 115
ynd 990,94 1023,73 32,79 439 54 385

primerjava okolice H z okolico Hy (Yamada in sod. 1994)
problem | Cinax(H) Chax(Hy) ACmax | N°(H < Hy) N°(H > Hy) AN°

abz7 669,79 671,28 1,49 255 202 53
abz8 630,33 633,98 3,65 253 215 38
abz9 696,28 696,28 0,00 238 226 12
ft10 951,09 975,63 24,54 387 104 283
1a21 1058,45 1075,87 17,42 387 105 282
1a24 949,46 952,31 2,85 231 228 3
1a29 1174,53 1238,65 64,12 484 15 469
1a40 1233,35 1235,22 1,87 192 209  -17
ynl 903,35 902,65  -0,70 223 249  -26
yn2 924,99 924,81  -0,18 227 245  -18
yn3 911,17 914,02 2,85 247 224 23
ynd 990,94 1036,91 45,97 417 76 341

Tabela 11.8: Primerjava okolice H z okolicama Hp in Hy pri optimizaciji s tabu
seznamom (izvrsni ¢as 500 ms).
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11.5 Rezultati tabu iskanja pri ¢asu izvajanja 1000 ms

Tabela 11.9 primerja naso okolico z okolicama Hx (Nowicki in Smutnicki 1996)

ter Hp (Balas 1969) ob dovoljenem ¢asu izvajanja 1000 ms. Okolica Hy Se vedno

daje boljse rezultate pri instanci ft10, v ostalih primerih pa zaostaja.

Okolica Hp daje zelo slabe rezultate, zato je prakti¢no ni potrebno komenti-

rati.
primerjava okolice H z okolico Hy (Nowicki in Smutnicki 1996)
problem | Coax (M) Comax(Hn)  ACmax | No(H < Hy) N(H > Hy) AN
abz7 668,37 672,76 4,39 392 67 325
abz8 677,23 686,85 9,62 479 11 468
abz9 692,64 698,34 5,70 404 78 326
ft10 951,18 946,88 -4,30 178 298 -120
la21 1057,88 1067,22 9,34 326 136 190
la24 948,54 954,74 6,20 324 155 169
1a29 1174,65 1178,72 4,07 388 97 291
1a40 1232,51 1235,91 3,40 312 96 216
ynl 900,41 903,97 3,56 379 92 287
yn2 921,52 926,03 4,51 387 89 298
yn3 907,14 911,11 3,97 368 101 267
yn4 984,28 989,19 491 374 95 279
primerjava okolice H z okolico Hp (Balas 1969)
problem | Cpax(H) Chax(HB) AChax | N°(H < Hp) N°(H >Hp) AN°
abz7 668,37 778,99 110,62 499 1 498
abz8 677,23 726,60 49,37 484 11 473
abz9 692,64 758,43 65,79 494 4 490
ft10 951,18 1015,48 64,30 456 40 416
la21 1057,88 1152,68 94,80 474 22 452
la24 948,54 978,67 30,13 369 111 258
1a29 1174,65 1473,46 298,81 499 1 498
1la40 1232,51 1263,74 31,23 460 28 432
ynl 900,41 907,50 7,09 387 82 305
yn2 921,52 933,68 12,16 431 50 381
yn3 907,14 930,90 23,76 446 37 409
ynd 984,28 1166,48 182,20 500 0 500

Tabela 11.9: Primerjava okolice H z okolicama H in Hp pri optimizaciji s tabu

Seznaimoil

(izvrsni ¢as 1000 ms).
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V tabeli 11.10 si lahko ogledamo primerjavo nase okolice z okolicama Hp
(Dell’Amico in Trubian 1993) ter Hy (Yamada in sod. 1994) ob dovoljenem ¢asu

izvajanja 1000 ms. Nasa okolica je boljsa od okolice Hp na vseh testnih primerih.

Pri instancah ft10, 1a21, 1a29 in yn4 je naSa prednost izrazita.

Glede na okolico Hy nasi rezultati zaostajajo samo pri pri instancah ynl,
yn2. V obeh primerih so zaostanki izredno majhni. Okolica Hy znatno zaostaja

pri reSevanju primerov ft10, 1a21, 1a29 in yn4. Pri instanci abz9 sta bili okolici

skoraj enakovredni.

primerjava okolice H z okolico Hp (Dell’Amico in Trubian 1993)
problem | Coax (M) Coax (D) ACmax | N(H < Hp) N°(H > Hp) AN°
abz7 668,37 670,02 1,65 307 137 170
abz8 677,23 679,53 2,30 278 190 88
abz9 692,64 694,47 1,83 301 162 139
ft10 951,18 977,11 25,93 379 110 269
la21 1057,88 1073,54 15,66 376 98 278
la24 948,54 951,80 3,26 259 205 54
1229 174,65  1252,16 77,51 487 13 474
1a40 1232,51 1234,22 1,71 227 205 22
ynl 900,41 900,56 0,15 236 221 15
yn2 921,52 922,23 0,71 260 200 60
yn3 907,14 908,38 1,24 281 179 102
yn4 984,28 1025,73 41,45 442 49 393

primerjava okolice H z okolico Hy (Yamada in sod. 1994)
problem | Cinax(H) Chax(Hy) ACmax | N°(H < Hy) N°(H > Hy) AN°
abz7 668,37 670,80 2,43 265 182 83
abz8 677,23 681,04 381 240 9229 11
abz9 692,64 692,80 0,16 227 224 3
ft10 951,18 976,57 25,39 387 105 282
la21 1057,88 1078,08 20,20 386 96 290
1a24 948,54 952,44 3,90 251 212 39
1a29 1174,65 124284 68,19 480 20 460
1a40 1232,51 123353 1,02 196 233 -37
ynl 900,41 900,33 -0,08 214 231 -17
yn2 921,52 921,23 -0,29 202 257 -59
yn3 907,14 908,21 1,07 263 191 72
yn4 984,28 1032,28 48,00 432 59 373

Tabela 11.10: Primerjava okolice H z okolicama Hp in Hy pri optimizaciji s tabu

seznamom (izvrsni ¢as 1000 ms).
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11.6 Komentar rezultatov tabu iskanja

Okolica Hp (Balas 1969) je najstarejsa od vseh primerjanih okolic in se danes
prakticno ne uporablja vec¢, saj njeni rezultati znatno zaostajajo za ostalimi.
Empiricni testi jasno kazejo, da lastnost povezljivosti, ki jo ta okolica ima, sama
zase ne zadostuje za ucinkovito izvedbo optimizacije. Kot je bilo opisano v po-
glavju 5.1.1, je pri tej okolici lastnost povezljivosti dosezena z vsebovanjem ve-
likega stevila premikov, ki sami zase ne morejo izboljsati izvrsnega c¢asa urnika.
Kratkovidno delovanje lokalnega iskanja, ki predvideva dogajanje samo en pre-
mik vnaprej, nenapredujoc¢ih premikov nikakor ne more pravilno ovrednotiti in

ucinkovito uporabiti v teku optimizacije.

Okolica Hy izkazuje boljse rezultate. Vsebuje malo premikov, ki pa so iz-
razito potencialno napredujoci. Postopek optimizacije je zato dobro usmerjen v
preiskovanje obetavnih delov prostora resitev in hitro doseze lokalne minimume.
Pri optimizaciji problema ft10 okolica H naravnost blesti, saj je pri casih op-
timizacije, vecjih od 10 ms, dosegala najboljse rezultate. To dejstvo dokazuje, da
predlagani algoritem tabu iskanja zelo slabo izkoris¢a lastnost povezljivosti, ker je
prevec kratkoviden. Ugotovitev v splosnem velja za vse postopke lokalnega iska-
nja, kar potrjujejo opazanja stevilnih avtorjev. Mastrolilli in Gambardella (2000)
sta s svojim algoritmom preizkusila dve njuni okolici, od katerih je bila prva pod-
mnozica druge. Za vecjo od njiju je lastnost povezljivosti veljala, za manjso pa
ne, vendar sta z manjSo od obeh dobila boljse rezultate. Manjse okolice imajo
vecji delez potencialno napredujocih premikov, ki jih lokalno iskanje ucinkovito
izkoristi. V primerjavi z naso okolico je bila okolica Hy slabsa na vseh ostalih

testih, zato lahko nedvomno zaklju¢imo, da je naSa okolica v sploSnem mocnejsa.

Okolica Hp (Dell’Amico in Trubian 1993) kaze dvoli¢no sliko. Pri instan-
cah abz8, abz9, 1a24, 1a40, ynl, yn2 in yn3 se je izkazala za relativno uspesno,
drugje pa je mocno zaostajala. Empiricno dejstvo, da vsak postopek lokalnega
iskanja optimira uspesno samo dolo¢eno skupino problemov, ne predstavlja novo-
sti. Jain in Meeran (1999) sta celo razdelila mnozico testnih problemov v skupine

glede na to, katerim algoritmom povzrocajo tezave. Okolica Hp izkazuje velik
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razpon uspesnosti, zaradi Cesar je manj ugodna za realizacijo optimizacije, ker
lahko sklepamo, da bi bili njeni rezultati pri optimizaciji novih instanc zelo ne-
predvidliji. Nasa okolica je bila od okolice Hp boljsa pri resevanju vseh instanc,
¢e je bil cas izvajanja vecji od 50ms. Tudi pri najmanjSem casu optimizacije
je nasa okolica bolje optimirala devet od dvanajstih primerov, zato lahko brez

dvoma trdimo, da je naSa okolica mocnejsa.

Okolica Hy (Yamada in sod. 1994) je uspesnejsa od okolice Hp, ¢eprav velja,
da je slednja njena nadmnozica. Pri reSevanju problemov abz9, 1a40, ynl, yn2
in yn3 smo z okolico Hy pogosto dobili boljse rezultate kakor z naso. Vendar so
zlasti pri daljsih casih izvajanja optimizacije (100 ms, 500 ms in 1000 ms), njeni
rezultati zgolj malenkostno boljsi od rezultatov nase okolice. Pri resevanju pri-
merov ft10, 1la21, 1a29 in yn4 je okolica Hy izrazito zaostajala za naso, zato

lahko nesporno trdimo, da je nasa okolica moé¢nejsa od nje.

Na podlagi rezultatov tabu iskanja lahko zaklju¢imo, da je nasa okolica
mocnejsa od vseh predhodno primerjanih okolic. 7 njo smo v vecini primerov
dobili najboljse rezultate. V situacijah, ko to ne drzi, je bil njen zaostanek zelo
majhen (razen pri ¢asu optimizacije 10 ms in morda 50 ms). Pomembno je, da
je njen zaostanek majhen pri velikih casih optimizacije, kjer so dobljeni urniki
relativno kvalitetni. Uspesnost nase okolice je tudi konsistentna preko celotnega
nabora preizkusenih instanc (kar do neke mere izkazuje samo Se okolica Hy ), za-
radi ¢esar je tudi manj verjetno, da bo izkazovala slabe rezultate pri optimizaciji

neznanih instanc.
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12. Rezultati uporabe genetskega algoritma

Drugi niz empiri¢nih testov preizkusa uspesnost genetskega algoritma v kombi-
naciji s tabu iskanjem, kakor je bilo opisano v poglavju 10. Majhna razlika glede
na opisani postopek je v tem, da smo mutacijo izvajali s pomoc¢jo PMB opera-
torja (Mattfeld 1996) in ne s postopkom, ki je bil predhodno opisan. Razlog je
v tem, da naSega operatorja mutacije ni mozno implementirati brez popravljalne
tehnike. S testi smo hoteli ugotoviti doprinos popravljalne tehnike k zmogljivosti

okolice, zato je nismo hoteli vkljucevati v ostale dele optimizacijskega postopka.

Opisan genetski algoritem vsebuje vecje Stevilo parametrov, ki jih lahko na-

stavimo. Izbrane vrednosti, s katerimi smo izvajali teste, so povzete v tabeli 12.1.

parameter vrednost
S 30
Rp/a 5.0
cprob 1.0
Acprob -0.01
mprob 0.3
Amprob 0.01
gprob 0.03
Agprob 0.0011
siters 25

Tabela 12.1: Izbira parametrov genetskega algoritma.

Poudariti Zzelimo, da smo vse instance optimirali z istimi vrednostimi para-
metrov. V literaturi pogosto zasledimo primerjalne rezultate, ki so dobljeni s
skrbnim prilagajanjem parametrov vsaki testni instanci posebej. V nasem pri-
meru temu ni tako, zato so dobljeni rezultati kve¢jemu preve¢ pesimistiéni in bi
se jih dalo s skrbno izbiro parametrov dodatno izboljsati. Izvajanje testov je po-
tekalo na racunalniku s procesorjem AMD Athlon 900 TB. Rezultati so prikazani
v tabelah 12.2 in 12.3.
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Posamezni stolpci v tabelah imajo naslednji pomen. V prvem stolpcu se na-
haja ime testnega problema ter v drugem pripadajoc¢i najboljsi rezultat, ki ga je
do tega trenutka uspel kdorkoli dobiti; vrednost v oklepaju pomeni, da je pro-
blem Se odprt in zanj ni dokazano, da najboljsa znana reSitev predstavlja tudi
optimalno resitev problema. Naslednji trije stolpci (najmanjsi Ch.x) podajajo
najmanjsi dobljeni ¢as urnika z uporabo nase okolice (H), z uporabo primerjane
okolice (Hy, Hp, Hp ali Hy) ter razliko obeh vrednosti (A), pri ¢emer pozitivna
vrednost razlike pomeni, da smo z naso okolico dobili boljsi rezultat. Naslednja
kategorija stolpcev (povpreéni Ciax) podaja povprecni izvrsni ¢as urnikov z upo-
rabo nase okolice (H), z uporabo primerjane okolice (Hy, Hp, Hp ali Hy) ter
razliko obeh vrednosti (A); pozitivna vrednost razlike zopet pomeni, da smo z
naso okolico dobili boljse rezultate. Zadnji trije stolpci (¢as) podajajo povprecni
cas v sekundah, v katerem je optimizacijski algoritem nasel najboljso resitev z
uporabo nase okolice (H), z uporabo primerjane okolice (Hy, Hp, Hp ali Hy ) ter
razliko obeh vrednosti (A); pozitivna vrednost razlike pomeni hitrejse delovanje

ob uporabi nase okolice.

Poudarimo naj, da ¢as iskanja najboljSe resitve ni enak c¢asu optimizacije.
Terminacijski pogoj prekine postopek optimizacije, ko zadnjih siters (v nasem

primeru 25) evolucijskih iteracij ni prislo do izboljsave najboljse resitve.

12.1 Primerjava nase okolice z okolicama Hy in Hp

Tabela 12.2 primerja naso okolico z okolicama Hy (Nowicki in Smutnicki 1996)
ter Hp (Balas 1969). Vidimo, da rezultati z uporabo nase okolice niso v nobenem
primeru slabsi od rezultatov primerjanih okolic. Opazimo, da so najboljsi dobljeni
urniki pri uporabi nase in primerjane okolice v nekaterih primerih enaki. To je
posledica dejstva, da je predlagani genetski algoritem dovolj mocan in uspe v
obeh primerih poiskati globalni minimum problema, ki se ne more vec izboljsati.
To velja za instance ft10, la21 in la24. Pri resevanju instanc abz9 in yn2 smo z
naso okolico dobili boljsa rezultata od najboljsih do sedaj znanih. V primeru yn2
smo dosegli malenkostno slabsi rekord (urnik z izvrsnim ¢asom 908 enot proti 907)

tudi ob uporabi okolice Hp (Balas 1969). V vseh ostalih primerih smo z naso
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okolico vedno dobili boljse rezultate kakor s primerjano. Podobno sliko kaze tudi
povprecna kvaliteta resitev (povprecni Chayx), kjer je nasa okolica boljsa v vseh

primerih.

Povprecni cas iskanja najboljse resitve je ob uporabi nase okolice nekoliko
veGji v vecini primerov, kar je razumljivo. Ce sta obe okolici sposobni poiskati
urnik z izvrsnim casom 1500 v petih sekundah, nato pa eni od obeh uspe po
nadaljnjih treh sekundah poiskati urnik z izvrsnim ¢asom 1200, bo cas iskanja
v prvem primeru pet sekund, v drugem pa osem. Objektivna primerjava casov
optimizacije je izredno tezavna (Jain in Meeran 1999), zato je pomen prikazanih

podatkov zgolj vpogled v okvirno oceno hitrosti algoritmov.

primerjava okolice H z okolico Hy (Nowicki in Smutnicki 1996)
najmanjsi Chyax povprecni Chax cas (s)

problem H Hy A H Hy A ‘H Hn A
abz7 656 | 658 662 4| 667,48 672,79 531|391 3,45 -0,46
abz8 (665) | 669 670 1| 676,42 682,83 641 | 4,71 4,02 -0,69
abz9 (679) | 678 683 5| 689,25 69580 6,55 | 4,67 3,90 -0,77
ft10 930 | 930 930 0| 931,66 936,61 4,96 | 0,35 0,29 -0,06
la21 1046 | 1046 1046 0 | 1049,47 1052,29 2,82 | 0,57 0,58 0,01
la24 935 | 935 935 0| 938,57 94143 2871052 0,56 0,03
1a29 1152 | 1157 1163 6 | 1167,18 1176,58 9,40 | 1,85 1,46 -0,38
1a40 1222 | 1222 1224 2| 1226,56 1230,19 3,63 | 1,63 1,39 -0,25
ynl (888) | 888 892 4| 897,16 901,43 4,27 | 7,18 6,82 -0,35
yn2 (909) | 907 909 2| 917,69 92384 6,15 |899 7,10 -1,89
yn3 (893) | 893 895 2| 901,97 906,99 502|833 7,05 -1,28
yn4 (968) | 969 973 4| 980,58 986,67 6,09 | 9,27 7,58 -1,69

primerjava okolice H z okolico Hp (Balas 1969)
najmanjsi Chyax povprecni Chax cas (s)

problem H Hp A H ‘Hp A ‘H Hp A
abz7 656 | 658 665 7| 667,48 677,70 10,21 | 3,91 3,76 -0,15
abz8 (665) | 669 674 5| 676,42 688,34 11,92 | 4,71 4,40 -0,31
abz9 (679) | 678 685 7| 689,25 704,19 14,94 | 4,67 4,47 -0,19
ft10 930 | 930 930 0| 931,66 937,35 5,70 | 0,35 0,34 -0,02
la21 1046 | 1046 1046 0 | 1049,47 1057,71 8,24 | 0,57 0,75 0,18
la24 935 | 935 935 0| 938,57 941,28 2,71 | 0,52 0,59 0,07
la29 1152 | 1157 1164 7| 1167,18 1207,19 40,01 | 1,85 1,65 -0,20
1a40 1222 | 1222 1224 2| 1226,56 1232,88 6,32 | 1,63 1,72 0,08
ynl (888) | 888 890 2| 897,16 902,48 532 | 7,18 7,29 0,11
yn2 (909) | 907 908 1| 917,69 927,35 9,66 | 8,99 8,29 -0,71
yn3 (893) | 893 896 3| 901,97 909,78 7,81 | 8,33 8,27 -0,06
yn4 (968) | 969 980 11 | 980,58 1002,46 21,88 | 9,27 8,66 -0,61

Tabela 12.2: Primerjava okolice ‘H z okolicama Hy in Hp pri optimizaciji z
genetskim algoritmom.
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12.2 Primerjava nase okolice z okolicama Hp in Hy

Ze pri tabu iskanju smo videli, da sta okolici Hp (Dell’Amico in Trubian 1993)
ter Hy (Yamada in sod. 1994) mocnejsi od prejsnjih dveh, kar se je pokazalo
tudi na tem testu. Z okolico Hp smo pri vecini problemov dobili enake najboljse
rezultate kakor z naso. Pri reSevanju instance 1a29 je bila okolica Hp malenko-
stno boljsa od nase, pri instancah abz9, yn2 in yn4 pa nekoliko slabsa. Dober
rezultat 1la29 preseneca, saj povprecna kvaliteta resitev pri okolici Hp precej za-
ostaja v primerjavi z naso okolico; prav pri tej instanci je njen zaostanek najvecji.
Nasa okolica je v povprecju boljsa od okolice Hp v vseh primerih, zaradi cesar je

presenetljivo, da je skoraj vedno tudi hitrejsa pri iskanju najboljse resitve.

primerjava okolice H z okolico Hp (Dell’Amico in Trubian 1993)

najmanjsi Chyax povprecni Chax ¢as (s)
problem H Hp A H Hp A H Hp A
abz7 656 658 658 0 667,48 668,18 0,70 | 3,91 4,52 0,61
abz8 (665) 669 669 O 676,42 677,92 1,50 | 4,71 5,77 1,05
abz9 (679) | 678 679 1 689,25 690,73 1,47 | 4,67 5,54 0,87
ft10 930 930 930 O 931,66 933,46 1,80 | 0,35 0,47 0,11
la21 1046 | 1046 1046 0 | 1049,47 1049,97 0,50 | 0,57 0,85 0,28
la24 935 935 935 0 938,57 938,60 0,03 | 0,52 0,64 0,12
1a29 1152 | 1157 1156 -1 | 1167,18 1176,60 9,42 | 1,85 2,76 0,91
la40 1222 | 1222 1222 0 | 1226,56 1227,14 0,58 | 1,63 1,87 0,24
ynl (888) 888 888 0| 897,16 897,83 0,67 | 7,18 7,43 0,25
yn2 (909) | 907 908 1 917,69 918,70 1,01 | 8,99 8,66 -0,33
yn3 (893) 893 893 0| 901,97 903,25 1,27 | 833 894 0,61
yn4 (968) 969 973 4 980,58 985,78 5,20 | 9,27 11,06 1,79
primerjava okolice H z okolico Hy (Yamada in sod. 1994)
najmanjsi Chyax povprecni Chax cas (s)
problem H Hy A H Hy A H Hy A
abz7 656 | 658 658 0| 667,48 668,22 0,74 | 3,91 3,33 -0,58
abz8 (665) 669 669 O 676,42 678,04 1,62 | 4,71 4,11 -0,60
abz9 (679) | 678 678 0| 689,25 690,80 1,55 | 4,67 3,96 -0,71
ft10 930 930 930 O 931,66 933,47 1,81 | 0,35 0,35 -0,01
la21 1046 | 1046 1046 0 | 1049,47 1049,97 0,50 | 0,57 0,54 -0,03
la24 935 935 935 0 938,57 938,54 -0,03 | 0,52 0,49 -0,04
la29 1152 | 1157 1157 0 | 1167,18 1174,62 7,44 | 1,85 1,86 0,01
la40 1222 | 1222 1222 0 | 1226,56 1226,88 0,32 | 1,63 1,49 -0,14
ynl (888) 888 888 0 897,16 897,92 0,76 | 7,18 6,09 -1,08
yn2 (909) | 907 908 1 917,69 919,04 1,35 | 8,99 7,83 -1,17
yn3 (893) 893 893 0 901,97 903,43 1,46 | 8,33 6,88 -1,45
yn4 (968) 969 971 2| 980,58 986,38 5,80 | 9,27 8,44 -0,83

Tabela 12.3: Primerjava okolice ‘H z okolicama Hp in Hy pri optimizaciji z
genetskim algoritmom.
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Tako okolica Hp kot tudi Hy sta uspeli doseci rekord pri optimizaciji pro-
blema yn2 (urnik z izvrsnim casom 908, ki zaostaja za urnikom 907, dobljenim
z naso okolico). S pomocjo okolice Hy smo tudi dobili rekord pri resevanju pro-
blema abz9 (tako kot v primeru nase okolice ima urnik izvrsni ¢as 678 enot). Ta
okolica je pri vecini primerov uspela dobiti enake najboljse rezultate, kot nasa.
V primeru instanc yn2 in yn4 je rahlo zaostajala za naso, v nobenem primeru

pa ni bila boljsa od nje.

Povprecne vrednosti resitev so pri okolici Hy v vecini primerov nekoliko slabse
od nasih (pri instancah 1a29 in yn4 je zaostanek izrazit), neznatno boljse so le pri
reSevanju problema la24. Zato pa so njeni casi iskanja najboljse resitve nekoliko

krajsi kot pri nasi okolici.

12.3 Komentar rezultatov genetskega algoritma

Tudi pri optimizaciji testnih instanc z genetskimi algoritmi se nesporno kaze
vecja moc naSe okolice v primerjavi z ostalimi. Primerjava najmanjsih izvrsnih
casov urnikov, kaze enako ali boljse delovanje nase okolice v vseh razen v enem
primeru (reSevanje problema la29 z okolico Hp). Pri interpretaciji rezultatov je
potrebno upostevati, da so bili testi ponovljeni petstokrat in da najmanjsi izvrsni
¢as podaja najboljsi urnik izmed vseh petsto dobljenih urnikov. Rezultat je enak
neodvisno od tega, ali je dolocena okolica tak urnik dosegla v enem ali v vseh
petstotih primerih. Namen teh rezultatov je prikazati najvec, kar od dolocene

okolice lahko pricakujemo.

Natancenejsi vpogled v zmogljivost okolic nam podaja povprecni izvrsni cas
urnikov, kjer se bolje vidi, katere okolice pogosteje generirajo kvalitetne resitve.
Tu je nasa okolica samo v enem primeru (reSevanje problema la24 z okolico Hy)
malenkostno zaostala za primerjano. V vseh ostalih primerih je bila boljsa. To
jasno kaze, da ima nasa okolica vecjo sposobnost generiranja optimalnih ali blizu—

optimalnih resitev kakor primerjalne okolice.
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12.4 Dodatni testi z genetskim algoritmom

Zadnji rezultati, ki jih prikazujemo, demonstrirajo uporabo popravljalne tehnike
pri realizaciji operatorja mutacije. Tokrat mutacij ne izvajamo ve¢ s PMB ope-
ratorjem, ampak s postopkom, ki je bil opisan v poglavju 10. Ostali parametri

genetskega algoritma so ostali enaki. Rezultati so prikazani v tabeli 12.4.

Posamezni stolpci v tabeli imajo naslednji pomen. Podobno kot prej se v
prvem stolpcu nahaja ime testnega problema ter v drugem pripadajoc¢i najboljsi
znani rezultat. Naslednji trije stolpci (najmanjsi Cyax) podajajo najmanjsi do-
bljeni cas urnika z uporabo nasega operatorja mutacije (NM), z uporabo PMB
operatorja mutacije (PMB) ter razliko obeh vrednosti (A), pri ¢emer pozitivna
vrednost razlike pomeni, da smo z nasim operatorjem mutacije dobili boljsi rezul-
tat. Naslednja kategorija stolpcev (povprecni Cpax) podaja povpreéni izvrsni ¢as
urnikov z uporabo nasega operatorja mutacije (NM), z uporabo PMB operatorja
mutacije (PMB) ter razliko obeh vrednosti (A); pozitivna vrednost razlike zopet
pomeni, da smo z nasim operatorjem mutacije dobili boljse rezultate. Zadnji
trije stolpci (¢as) podajajo povprecni ¢as v sekundah, v katerem je optimizacijski
algoritem nasel najboljso resitev z uporabo nasega operatorja mutacije (NM), z
uporabo PMB mutacije (PMB) ter razliko obeh vrednosti (A); pozitivna vrednost

razlike pomeni hitrejse delovanje ob uporabi nasega operatorja mutacije.

najmanjsi Chax povpreéni Cryax cas (s)
problem NM PMB A NM PMB A NM PMB A
abz7 656 | 658 6568 0| 667,91 667,48 -0,42| 502 391 -1,11
abz8 (665) | 669 669 0| 676,53 67642 -0,11| 644 4,71 -1,73
abz9 (679) | 678 678 0| 689,91 689,25 -0,65| 6,27 4,67 -1,60
ft10 930 | 930 930 0| 932,02 931,66 -0,36 | 0,35 0,35 0,01
la21 1046 | 1046 1046 0 | 1049,08 1049,47 0,39 | 0,656 0,57 -0,08
la24 935 | 935 935 0| 938,60 938,57 -0,03 | 0,60 0,52 -0,08
1a29 1152 | 1157 1157 0 | 1167,94 1167,18 -0,76 | 2,40 1,85 -0,55
la40 1222 | 1222 1222 0 | 1226,68 1226,56 -0,12 1,97 1,63 -0,34
ynl (888) | 886 888 2| 897,70 897,16 -0,53 | 10,65 7,18 -3,47
yn2 (909) | 907 907 O | 918,69 917,69 -1,00 | 12,88 899 -3,8%8
yn3 (893) | 895 893 -2 | 902,68 901,97 -0,71 | 11,39 8,33 -3,06
yn4 (968) | 969 969 0| 978,50 980,58 2,08 | 12,00 9,27 -2,73

Tabela 12.4: Primerjava mutacijskih operatorjev.
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Primerjava najmanjsih izvrsnih ¢asov urnika ne kaze prakticno nobene iz-
boljsave nasega operatorja mutacje glede na operator PMB. Pri reSevanju pro-
blema yn1l se je nas operator izkazal boljsi, pri instanci yn3 pa je deloval slabse.
Rezultati ne bi bili ni¢ posebnega, ¢e pri instanci ynl ne bi dobili nov svetovni
rekord: urnik z izvrsnim casom 886 v primerjavi s sedanjim najboljSim rezul-
tatom 888. To nakazuje, da na$ operator mutacije preiskuje prostor resitev na
nekoliko drugac¢en nac¢in od dosedanjih, saj takega rezultata nismo uspeli dobiti

na nobenem testu, ki uporablja PMB mutacijski operator.

Ostali rezultati kazejo nekoliko slabse delovanje nasega operatorja mutacije.
Povprecna kvaliteta urnikov se je poslabsala v vseh primerih razen pri resevanju
instanc la21 in yn4. Tudi povprecni ¢as, ki je bil potreben za generiranje naj-
boljsega urnika, se je nekoliko povecal. Delni vzrok slabih rezultatov je dejstvo, da
smo izvajali oba testa z istim naborom parametrov. Nas operator mutacije deluje

precej drugace od operatorja PMB, zato tudi potrebuje drugacne nastavitve.

Kljub temu rezultati demonstrirajo, da uporaba popravljalne tehnike ni ome-
jena na realizacijo ucinkovite okolice. Z njeno pomocjo lahko izvedemo tudi ostale
funkcije, kot so genetski operatorji. Prikazana izvedba mutacije je zgolj zacetni

poskus v tej smeri.
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13. Diskusija

Problem IIj spada med tezje kombinatoricne optimizacijske probleme. To dejstvo
je nedvomno vplivalo na zgodovinski razvoj postopkov za njegovo resevanje. Ve-
lika kompleksnost problema je povzrocila, da so se raziskovalci pri razvoju novih
postopkov optimizacije najprej osredotocali na lazje probleme, kot so trgovski
potnik, omejeni nahrbtnik in vecje stevilo tehnoloskih optimizacij na enem pro-
izvodnem resorju. Tehnika lokalnega iskanja ni bila izjema. Uspesne izvedbe
le-te za reSevanje omenjenih lazjih problemov so se pojavile pred izvedbami za

reSevanje problema ITj.

Bistvena razlika med omenjenimi problemi in problemom IIj je v tem, da pri
slednjem poznamo neizvedljive resitve v smislu, ki ga obravnava to delo. Pri
lazjih problemih je relativno enostavno definirati okolico, v kateri so vsi premiki
potencialno napredujoéi in hkrati doseci lastnost povezljivosti. S tako okolico je
mo¢ zasnovati dokaj uspesno dvonivojsko lokalno iskanje. Za problem IIj take
okolice ni mogoce definirati na ekvivalenten nacin. Odlo¢imo se lahko za lastnost
povezljivosti ali za uporabo samo potencialno napredujo¢ih premikov, ne mo-
remo pa realizirati obeh lastnosti hkrati. Posledica se kaze v manjsi u¢inkovitosti

optimizacijskih algoritmov.

Ideja o popravljalni tehniki, ki semanticno predstavlja dodaten sloj v zasnovi
lokalnega iskanja, se nam je porodila na osnovi tega spoznanja. Pri snovanju
novih postopkov optimizacije smo zeleli imeti moznost izvedbe kateregakoli pre-
mika na urniku brez bojazni, da bi zasli v neizvedljivost. To je popolna novost
v razmisljanju, saj noben postopek lokalnega iskanja za problem II; te svobode
niti ni imel niti je ni nakazoval. Do tega trenutka so bile razprave usmerjene v
problematiko u¢inkovitega omejevanja okolice na izvedljive premike in v primerno
uporabo le-teh. Nihc¢e pa ni pomislil, da bi okolico razsirili na mnozico potenci-
alno neizvedljivih premikov, s ¢imer je mozno v hipu odpraviti kompromis med

uporabo izkljuéno napredujocih premikov in vztrajanjem pri povezljivosti.
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Pri sami realizaciji ideje je bilo potrebno resiti nemalo problemov. Prva iz-
vedba popravljanja urnikov je bila ¢asovno neucinkovita. UteleSena je bila kot
razsiritev postopka za preracunavanje glav operacij ob izvedbi premika. Klasi¢ni
postopek preracunavanja se v primeru neizvedljivega urnika zavozla ali vrne ne-
smiselni rezultat. To se zgodi, ko skusamo izracunati glavo operacije, katere
tehnoloska predhodnica Se ni preracunana, kar je posledica neizvedljivega zapo-
redja izvajanja operacij. Tezavo smo preprecili z majhno razsiritvijo postopka,
kjer smo med preracunavanjem glav tako stanje preverjali za vsako operacijo po-
sebej. Ce ustrezne tehnoloske predhodnice $e niso bile prerac¢unane, je v urniku
obstajala neizvedljiva relacija in urnik je bilo potrebno popraviti. To je bil re-
lativno preprost poseg, kjer smo vse Se ne preracunane tehnoloske predhodnice
obravnavane operacije razvrstili za izvajanje neposredno za zadnjimi operacijami,

ki smo jih na njihovih strojih ze preracunali.

Kljub temu, da je tak pristop zelo enostaven, vsebuje pomembno lastnost, da
se dodatni premiki na urniku ne izvrsijo preko izbire v okolici, ampak med samo
izvedbo preracunavanja glav operacij. To pomeni, da se glave preracunajo samo
enkrat neodvisno od stevila popravljalnih premikov, ki so potrebni za restavracijo
izvedljivosti urnika, s ¢imer pridobivamo na hitrosti. Izrazito slabo stran pristopa
pa je predstavljalo dejstvo, da je bilo potrebno pri vsaki operaciji preveriti po-
goj izvedljivosti, kar je zamudno. Velika ve¢ina operacij (tipicno 99% ali vec)
je vedno izvedljiva, zato je nujnost preverjanja omenjenega pogoja razsipanje z
racunalniskim ¢asom. Se veé, vecina premikov v okolici je navadno izvedljivih,

zato je pri njih preverjanje pogojev povsem nepotrebno.

Prva izboljsava se je nakazovala sama zase. Pred izvedbo premika smo preve-
rili, ali je le-ta izvedljiv in v tem primeru testiranje posameznih operacij povsem
opustili. Hitrost izvajanja se je povecala, ceprav je preracunavanje glav v primeru

neizvedljivih premikov ostalo enako potratno.

Boljso resitev predstavlja drugacna zasnova popravljanja, ki temelji na zasle-
dovanju oznacevanja operacij. Na ta nacin smo uspeli izvesti popravljalni sloj
prakticno brez vsakega opaznega vecanja kompleksnosti izvajanja premikov za-

radi upocasnjenega preracunavanja glav. OznacCevanje operacij moramo izvesti
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neodvisno od tega, ali potrebujemo popravljalno tehniko ali ne, saj v nasprotnem
primeru po izvedbi premika ne moremo preurediti topoloskega zaporedja. Izve-
dljivost premika testiramo s preverjanjem prisotnosti oznake na eni sami operaciji,
torej je preverjanje enega samega preprostega logi¢nega pogoja edina operacija, ki
se izvede dodatno v primeru, da uporabljamo potencialno neizvedljive premike. V
primeru dejansko neizvedljivega premika oznacene operacije izkoristimo za zasle-
dovanje vzroka neizvedljivosti, s ¢imer dosezemo, da se vsaka operacija premakne
v urniku natancno toliko, kolikor je resni¢no potrebno za restavracijo izvedljivo-
sti. Na ta nacin je dobljeni urnik kolikor je mozno podoben izhodis¢nemu, kar

izboljsuje lastnost koreliranosti premikov.

Dejstvo, da je mozno uvesti dodatni sloj v postopek lokalnega iskanja na tako
Cist in brezkompromisen nacin, je po svoje presenetljivo, saj opisana popravljalna
tehnika postavi problem IIj ob bok trgovskemu potniku in ostalim problemom,
ki neizvedljivosti ne poznajo. Z njeno uporabo se lahko pri snovanju lokalnega
iskanja koncentriramo izkljuéno na vprasanje, katere premike naj nad urnikom
izvajamo, ne da se morali omejevati na za izvedbo optimizacije manj ugodno

mnozico izvedljivih premikov.

Uporaba popravljalne tehnike ni omejena samo na izboljsavo okolice urnika.
V tem delu smo izkoristili njene moznosti za izvedbo mutacijskega operatorja pri
realizaciji genetskega algoritma. Zelo verjetno obstajajo tudi drugi nacini njene

uporabe, ki se bodo pokazali s casom.
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14. Predlogi za nadaljevanje raziskav

Ze dolgo je znano, da sedanji postopki lokalnega iskanja preiskujejo prostor resitev
v relativno majhni okolici zacetne resitve, zaradi Cesar je lastnost povezljivosti
slabo izkoris¢éena. To so pokazali tudi empiri¢ni testi, ki smo jih predstavili v tem
delu, saj so nepovezljive okolice velikokrat dajale boljse rezultate od povezljivih.
Na tej osnovi predlagamo raziskave v smeri uc¢inkovitega razsirjanja preiskoval-
nega obmocja postopkov lokalnega iskanja na vec¢ji del prostora resitev. Popra-
vljalna tehnika zanesljivo odpira nove moznosti na tem podroc¢ju, saj omogoca

izvajanje SirSega spektra modifikacij na urniku, kot je bilo omogoceno do sedaj.

V tem delu smo razvili popravljalno tehniko za implementacijo ucinkovite
okolice, ki je zasnovana izkljuéno na analizi kriticne poti in kriti¢nih blokov, tako
kot vse dosedanje okolice. Koristno bi bilo raziskati prednosti in slabosti razsiritve

okolice z mnozico premikov, ki kriticne poti same zase ne spreminjajo.

Dejstvo, da lahko varno izvedemo katerikoli premik na urniku, odpira pov-
sem nove moznosti snovanja optimizacijskih postopkov. Predhodno smo nakazali
moznost uporabe popravljalne tehnike pri realizaciji mutacijskega operatorja, s
¢imer njene moznosti zanesljivo Se niso izkoriS¢ene v celoti. Podobno bi lahko
realizirali operator krizanja, ki s starSev na potomce ne bi prenasal delov kromo-
somov ampak relacije med operacijami. Popravljalna tehnika bi poskrbela, da bi

bili rezultirajoci urniki zanesljivo izvedljivi.
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15. Izvirni prispevki

1. Nas postopek optimizacije II; problema je prvi, ki uporablja popravljalno
tehniko za izvedbo poljubnih premikov na urniku (algoritma 3 na sliki 6.3
in 4 na sliki 6.4). Dosedanji postopki so se morali omejevati na mnozico
izvedljivih premikov, s ¢imer je bil del zmoznosti lokalnega iskanja ze v
osnovi zavrzen. Na$ pristop teoreticno utemeljujeta teorema 10 in 11 s

pripadajocima dokazoma.

2. Dodatne premike na urniku dolocamo z zasledovanjem vzroka neizvedljivo-
sti, kar je novost. Dosedanji postopki so vse premike izvajali preko izbire
v okolici. Zasledovanje vzroka omogoca izbiro premikov brez predhodnega

preracunavanja glav in repov operacij, kar postopek pohitri.

3. Prvi smo realizirali okolico II; problema z lastnostjo povezljivosti, v kateri
so vsi premiki potencialno napredujoc¢i. S tem je razreSen vec desetletij pri-
soten kompromis med obema lastnostima. Dosedanje okolice so bile lahko
povezljive ali so imele vse premike potencialno napredujoce, vendar niso
mogle zdruziti obeh lastnosti. NaSo okolico teoreti¢no utemeljujejo teo-

remi 12, 13 in 15 s pripadajo¢imi dokazi.

4. Realizirali smo operator mutacije, ki izvaja spremembe direktno na urniku
in ne na genskem zapisu. Empiri¢no smo pokazali, da je z njegovo uporabo
preiskovanje prostora reSitev vsaj v nekaterih primerih bolj u¢inkovito, kot

s priporocenim operator PMB.

5. S postopkom optimizacije, ki ga predlagamo, smo dosegli rekordne rezul-
tate na treh mednarodno razsirjenih in intenzivno uporabljanih testnih II;

instancah.
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